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Kapitel 1

Einleitung

Die Sprache mathematischer Texte, wie sie in wissenschaftlichen Journalen und
mathematischen Lehrbiichern zu finden sind, kombiniert natiirliche Sprache mit
mathematischen Zeichen. Obwohl in mathematischen Texten Elemente aus for-
malen Sprachen {ibernommen werden, und der Gebrauch von mehrdeutigen Aus-
driicken vermieden wird, handelt es sich bei dieser Sprache keinesfalls um eine
formale Sprache: Fast die gesamte Vielfalt natiirlichsprachlicher Ausdruckswei-
sen findet man auch in mathematischen Texten. Dadurch werden manchmal auch
Ausdriicke genutzt, die syntaktisch ambig sind, und deren beabsichtigte Bedeu-
tung nur durch Verstédndnis des Kontextes bestimmt werden kann.

Andererseits werden bestimmte Ausdriicke in mathematischen Texten auf sehr
systematische Weise immer wieder gebraucht. Durch explizite Definition erhalten
viele Ausdriicke eine eindeutige Bedeutung. Auflerdem werden die soeben erwihn-
ten syntaktischen Ambiguitdten von Mathematikern auch gerne vollstindig ver-
mieden. Deshalb lidsst sich annehmen, dass mathematische Texte mit den Metho-
den der Computerlinguistik leichter zu analysieren sein sollten als nicht-mathema-
tische Texte.

Ein Hauptbestandteil mathematischer Texte sind mathematische Beweise.
Doch was ist ein mathematischer Beweis? Anders als bei nicht-mathematischen
Beweisen (z.B. in anderen Wissenschaften oder vor Gericht), darf bei einem ma-
thematischen Beweis nicht induktiv, sondern nur deduktiv geschlossen werden.
Das heifit, dass nicht von Einzelfillen auf Allgemeines geschlossen werden kann,
sondern nur solche Schlussfolgerungen méglich sind, die als logische Notwendig-
keiten angesehen werden.

Ausgehend von GOTTLOB FREGEs Begriffsschrift [4] hat sich um die Jahr-
hundertwende der Begriff des formalen Beweises gebildet. Dabei handelt es sich
um einen Beweis in einer formalen Sprache, bei dem nur rein mechanische syntak-
tische Regeln angewandt werden und somit jeder logische Schritt des Beweises
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

explizit ist. BERTRAND RUSSELL und ALFRED NORTH WHITEHEAD haben in
der Principia Mathematica [11] formale Beweise fiir Sitze aus den Grundlagen
der Mathematik verfasst. Allerdings wurde durch dieses Werk auch ersichtlich,
dass formale Beweise fiir den alltdglichen Gebrauch in der Mathematik nicht
praktikabel sind und sich daher nicht als Standardschreibweise mathematischer
Beweise durchsetzen kénnen. Es blieb allerdings die Einsicht vorherrschend, dass
sich mathematische Beweise im Prinzip immer in formale Beweise umwandeln
lassen.

Mit dem Aufkommen von Computern ist es moglich geworden, das Formali-
sieren von Beweisen fiir Mathematiker angenehmer zu machen. Als Beispiel sei
hier das Mizar-System [10] aufgefiihrt: Dieses System besteht aus einer formalen
Sprache, der Mizar-Sprache, und einem Beweispriifer, der Beweise in dieser Spra-
che auf logische Korrektheit {iberpriift. Der Beweispriifer kann eine Folge einfa-
cher logischer Umformungen selber durchfiihren, so dass der Mathematiker nicht
mehr jeden einzelnen logischen Schritt im formalen Beweis aufschreiben muss. Die
Mizar-Sprache ist zwar eine formale Sprache, orientiert sich jedoch an der mathe-
matischen Fachsprache. Das heif3t, dass sie auch bestimmte natiirlichsprachliche
Ausdriicke, die hdufig in mathematischen Texten genutzt werden, mit eindeuti-
gen syntaktischen Anwendungsregeln und eindeutiger Bedeutung einbezieht. Dies
macht die Mizar-Sprache fiir Mathematiker einfacher zu lesen als manch ande-
re formale Sprache. Trotzdem weicht die Sprache von Mizar noch stark von der
gewOhnlichen Sprache mathematischer Texte ab.

Das von PETER KOEPKE (Mathematik, Universitdt Bonn) und BERNHARD
SCHRODER (Linguistik, Universitéit Duisburg-Essen) geleitete Projekt Naproche
hat unter anderem zum Ziel, eine formale Sprache fiir mathematisches Schrei-
ben zu entwickeln, die der natiirlichen Sprache mathematischer Texte sehr nahe
kommt. Mathematische Texte, die in dieser Sprache verfasst sind, sollen einer-
seits fiir einen Mathematiker leicht lesbar sein und wie natiirliche mathematische
Texte wirken, andererseits aber von einem Computer-Programm (dem Naproche-
System) in ein iibliches priadikatenlogisches Format iibertragbar und auf ihre
Korrektheit iiberpriifbar sein. Diese Sprache, auch in ihrer derzeitigen prototy-
pischen Version, wird als Naproche-Sprache bezeichnet. Einen in dieser Sprache
verfassten Text nennen wir Naproche-Text.

Die Umwandlung von Naproche-Texten in Prédikatenlogik erfolgt {iber ein
linguistisches Zwischen-Format, das an die in der Computerlinguistik mittlerwei-
le als Standardmethode geltenden Diskursreprisentationstheorie angelehnt ist.
Dieses Zwischen-Format nennen wir Beweisreprdisentationsstruktur (engl. Proof

Representation Structure, PRS).

Zum Uberpriifen von PRSen macht sich Naproche automatische Beweissyste-
me zu Nutzen: Somit kann man in Naproche einen Beweis schreiben, ohne jeden
logischen Schritt aufzuschreiben. Die einzelnen Schritte miissen nur so klein sein,



dass der verwendete automatische Beweiser sie bewéltigen kann. Ein so aufge-
schriebener Beweis kann von einem Computer in einen formalen Beweis, in dem
jeder logische Schritt explizit ist, umgewandelt werden.

In der vorliegenden Arbeit beziehen wir uns auf zwei Versionen des Naproche-
Systems: Im Juli 2008 wurde Naproche 0.1 als erste Version, die mit PRSen arbei-
tet, fertig gestellt. Nachdem Anfang 2009 die Naproche-Sprache stark erweitert
wurde, wird diese zurzeit (April 2009) in Naproche 0.2 implementiert.

Wie die PRSen in Naproche 0.1 aus einem Naproche-Text erstellt und auf Kor-
rektheit iiberpriift werden, wurde schon von in der Magisterarbeit von NICKOLAY
KoLev [8] und in der Diplomarbeit von DANIEL KUHLWEIN [9] ausgefiihrt. In
der hier vorliegenden Arbeit sollen hingegen mathematisch-logische Aspekte der
Beweisreprisentationsstrukturen behandelt werden, die in diesen Arbeiten noch
nicht detailliert behandelt wurden.

Kapitel 2 stellt die Sprache von Naproche 0.2 und die in sie eingebettete
mathematische Formelsprache vor. In Kapitel 3 definieren wir, was PRSen sind,
und stellen erstmals eine formale, modelltheoretische Semantik fiir PRSen vor, die
an {iblichen Semantiken der Diskursreprisentationstheorie angelehnt ist. Durch
diese Semantik haben wir ein formales Versténdnis davon, was eine PRS aussagt.

Kapitel 4 definiert das Formelbild, eine Ubersetzung von PRSen in Formeln
der Pradikatenlogik erster Stufe. Damit eine PRS ein Formelbild hat, muss sie
einige Bedingungen erfiillen. PRSen, die diese Bedingungen erfiillen, bezeichnen
wir als wohlgeformte PRSen. In Kapitel 5 zeigen wir, dass jede wohlgeformte PRS
zu ihrem Formelbild dquivalent ist, so dass man das Formelbild als eine korrekte
Ubersetzung bezeichnen kann. Fiir den dafiir gebrauchten Aquivalenzbegriff ist
die in Kapitel 3 definierte PRS-Semantik unabdingbar.

Kapitel 6 gibt einen Ausblick auf weitere theoretische Aspekte, die im Rahmen
des Naproche-Projekts noch zu behandeln sind.






Kapitel 2

Die Naproche-Sprache und die
mathematische Formelsprache

Ein mathematischer Text enthélt sowohl natiirlichsprachliche Konstruktionen als
auch mathematische Symbole. Die natiirlichsprachlichen Konstruktionen kénnen
mit linguistischen Methoden analysiert werden. Die mathematischen Symbole
hingegen treten gewohnlicherweise in der Form von Termen und Formeln einer
pradikatenlogischen Sprache auf, die Zeichen fiir mathematische Funktionen und
Relationen enthilt. Diese Sprache bezeichnen wir als Formelsprache.

2.1 Syntax der Formelsprache

Die hier vorgestellte Syntax der Formelsprache ist eine theoretische Version der
Formelsprache, die im jetzigen Naproche-System implementiert ist.

Definition 2.1.1. Das Alphabet der Formelsprache
Zum Alphabet der Formelsprache zéhlen die folgenden Zeichen:

1. Variablenzeichen: k,l, m,n,u,v,w, x,y, 2, Lo, T1,...,00, V1, .- -
2. Junktoren: 1L, T,— VA, —, <

3. Quantoren: V, 3

4. Klammern: (,)

5. Relationszeichen: Fiir jedes n € N eine eventuell leere Menge von n-stelligen
Relationszeichen, wobei fiir n = 2 das Symbol ,,=* in der Menge sein muss.

6. Konstantenzeichen: Eine eventuell leere Menge von Konstantenzeichen
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7. Funktionszeichen: Fiir jedes n € N eine eventuell leere Menge von n-stelligen

Funktionszeichen

Die in Punkten 1-4 aufgezihlten Zeichen nennen wir auch logische Zeichen.
Anstelle von ,,=* kann man auch das gewohnlichere Gleichheitszeichen ,,=* schrei-
ben. Wir bevorzugen aber in dieser Arbeit meist ,,=%, da wir ,,=* auch benutzen,
wenn wir dber die Formelsprache oder die Naproche-Sprache reden.

Bemerkung. Hier wird nicht nur eine einzige Formelsprache definiert, sondern
eine Formelsprache fiir jede mégliche Wahl von nicht-logischen Zeichen. Fiir den
Rest dieser Arbeit sei L eine Formelsprache.

Definition 2.1.2. Terme einer Formelsprache
Die Menge der L-Terme wird definiert als die minimale Menge, fiir die folgendes
gilt:

e Jedes Variablenzeichen und jedes Konstantenzeichen ist ein L-Term.

e Wenn ty,...,t, L-Terme sind und f ein n-stelliges Funktionszeichen ist, so
ist f(t1,...,t,) ein L-Term.

e Wenn ty,t9 L-Terme sind und f ein zweistelliges Funktionszeichen ist, so
sind tlftQ und (tlftQ) L-Terme.

Definition 2.1.3. Formeln einer Formelsprache
Die Menge der L-Formeln wird definiert als die minimale Menge, fiir die folgendes
gilt:

1. 1 und T sind L-Formeln.

2. Wenn t1,...,t, L-Terme sind und R ein n-stelliges Relationszeichen ist, so
ist R(t1,...,t,) eine L-Formel.

3. Wenn t1,t2 L-Terme sind und R ein zweistelliges Relationszeichen ist, so
sind t1 Rt und (t1Rts) L-Formeln.

4. Wenn ¢ und ¢ L-Formeln sind, so sind —¢, (¢ A1), (¢ V 1), (¢ — ) und
(¢ < v) L-Formeln.

5. Wenn ¢ eine L-Formel und z ein Variablenzeichen ist, so sind Vzy und 3¢
L-Formeln.

Die Klammern, die in Punkt 4 vorkommen, kénnen auch weggelassen werden. Die
Interpretation dieser Formeln ist so, als ob die Klammern so spit wie moglich
geschlossen werden. ¢ A ¥ — x ist also eine Abkiirzung fiir (¢ A (¢ — X)).

Definition 2.1.4. Sei L eine Formelsprache. Dann ist F7, die Menge aller Formeln
von L, und Ay, die Menge aller Konstanten-, Funktions- und Relationszeichen von
L.
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Freie und gebundene Variablen, sowie die Substitutionsfunktion @%, werden
wie gewohnlich definiert (detaillierte Definitionen finden sich z.B. in EBBINGHAUS
et al. [3], S. 24, 55-56). Mit frei(yp) bezeichnen wie die Menge aller freien Variablen
einer Formel ¢. Bei einem Term t bezeichnet frei(t) die Menge der Variablen in
t. Als L-Satz bezeichnen wir eine L-Formel, die keine freien Variablen enthélt.

2.2 Semantik der Formelsprache

Definition 2.2.1. L-Struktur

Eine L-Struktur 2 mit Universum U ist ein Paar (U, ), wobei U eine Menge
ist und S eine Abbildung ist, die jedem Konstantenzeichen von L ein Element
in U, jedem n-stelligem Funktionszeichen von L ein Funktion von U™ nach U
und jedem n-stelligem Relationszeichen von L eine Teilmenge von U™ zuordnet.
Fiir ein Konstantenzeichen ¢, ein Funktionszeichen f und ein Relationszeichen
R schreiben wir anstatt 3(c), B(f) bzw. B(R) auch 2(c), A(f) bzw. A(R). Wir
bezeichnen das Universum von 2 auch mit |2

Definition 2.2.2. Teilbelegung
Sei U eine Menge. Eine U-Teilbelegung ist eine partielle Funktion von der Menge
der Variablenzeichen von L nach U.

Definition 2.2.3. Erweiterung einer Teilbeleqgung auf L-Terme
Sei o eine U-Teilbelegung. Die Erweiterung von o auf L-Terme, &, wird rekursiv
definiert:

1. o(v) := o(v) fiir jedes Variablenzeichen v von L.
2. a(c) :=A(c) fir jedes Konstantenzeichen ¢ von L.

3. a(f(x1,...,zpn)) :=A(f)(a(x1),...0(xy,)) fiir jedes n-stellige Funktionszei-
chen f von L.

Man beachte, dass & genau fiir jene L-Terme definiert ist, die nur Variablen, auf
denen o definiert ist, enthalten.

Definition 2.2.4. Semantik der Formelsprache
Sei A eine L-Struktur mit Universum U und o eine U-Teilbelegung. Seien t1, ..., t,
L-Terme und ¢, L-Formeln. Wir definieren:

A,0 = T gilt in jedem Falle.

A, 0 E L gilt in keinem Falle.

A o li t1=to gdw 5(t1) = 5(t1).

Ao b= R(ts, ... tn) gdw (G(11) ..., 5(tn)) € A(R).
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e A o | —pgdw A o = ¢ nicht gilt.
e A o= (p— 1Y) gdw entweder A, o |= ¢ nicht gilt oder A, o |= ¥ gilt

e 2,0 = dryp gdw es ein Element a € U gibt, so dass 2,0% = ¢, wobei
o (0) = {U(v) wenn v # x.

x
awenn v =2=xT.

Fiir einen L-Satz yx definieren wir

e 2 = x genau dann, wenn 2, () &= x.

2.3 Naproche-Sprache

Die Naproche-Sprache ist eine formale Sprache, in der man mathematische Texte
schreiben kann, die wie natiirlichsprachliche mathematischen Texte aussehen, und
auch wie diese interpretiert werden. Zurzeit gibt es nur eine Englisch-sprachige
Version der Naproche-Sprache. Diese orientiert sich also an der mathematischen
Fachsprache Englisch-sprachiger Texten. Als Beispiel dieser Fachsprache sei hier
der Beweis fiir die Irrationalitit von v/2 aus der Einfiihrung in die Zahlentheorie
von HARDY und WRIGHT [6] aufgefiihrt:

If /2 is rational, then the equation a? = 2b? is soluble in integers a,
b with (a,b) = 1. Hence a? is even, and therefore a is even. If a = 2,
then 4c? = 202, 2¢? = b?, and b is also even, contrary to the hypothesis
that (a,b) = 1.

An diesem Beispiel sehen wir, dass die mathematische Fachsprach die Syntax
und Semantik der Gemeinsprache verwendet, und somit auch ihre Komplexitét
und einen Teil ihrer Ambiguitéiten {ibernimmt. Allerdings unterscheiden sich ma-
thematische Texte in mehrerer Hinsicht von gemeinsprachlichen Texten:

e Natiirlichsprachliche Ausdriicke werden mit mathematischen Symbolen und
Formeln, die syntaktisch wie Nominalphrasen und Teilsétze fungieren, ver-
bunden.

e Mehrdeutige Konstruktionen, deren beabsichtigte Bedeutung sich nicht leicht
bestimmen ldsst, werden im Allgemeinen gemieden.

e Mathematische Symbole machen den Text eindeutiger, z.B. durch den Ge-
brauch von Variablen anstatt anaphorischen Pronomen.

e Annahmen kénnen eingefiihrt und zuriickgezogen werden. Der obige Beweis
zum Beispiel ist ein Widerspruchsbeweis: Am Anfang wird angenommen,
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dass /2 rational ist. Die darauf folgenden Aussagen werden als Schluss-
folgerungen aus dieser Annahme angesehen, nicht als absolute Wahrheiten.
Schliefllich fithrt die Annahme zu einem Widerspruch. Sie wird dann zuriick-
gezogen, und es wird geschlossen, dass v/2 irrational ist. Wir bezeichnen den
Teil des Textes von der Einfithrung bis zum Zuriickziehen einer Annahme
als Skopus der Annahme.

e Mathematische Texte sind sehr strukturiert. Global werden sie in Kompo-
nenten wie Definitionen, Lemmata, Séatze und Beweise eingeteilt. Innerhalb
eines Beweises werden Annahmen geschachtelt, so dass die Skopi der An-
nahmen eine hierarchische Beweisstruktur definieren.

e Definitionen fiigen neue Zeichen und Ausdriicke zum Vokabular hinzu und
legen ihre Bedeutung fest.

e Beweisschritte werden hiufig durch Referenz auf Ergebnisse aus anderen
Texten oder fritheren Stellen im selben Text begriindet.

In der Naproche-Sprache ist Mehrdeutigkeit nicht méglich. Die anderen der
soeben erwidhnten Eigenschaften der mathematischen Fachsprache wurden in die
Naproche-Sprache {ibernommen.

Die Grammatik der Sprache von Naproche 0.2, geschrieben als Definite-
Klausel-Grammatik in Prolog mit GULP-Merkmalen [2], findet sich im Anhang
A. Die Grammatik bezieht sich auf das Modul fo_grammar, das die Formelspra-
che definiert. Fiir unsere theoretischen Uberlegungen kann man die Definitionen
der Formelsprache in Abschnitt 2.1 anstelle dieses Moduls iibernehmen.

Diese Grammatik definiert sowohl, nach dem klassischem Verstindnis von
,Grammatik®“, die moglichen Sitze, als auch die moglichen Aneinanderreihung
von Sétzen in Naproche-Texten. Das erste bezeichnen wir auch als Mikrostruktur,
das zweite als Makrostruktur.

Der folgende Naproche-Text, der eine Einfithrung in die Gruppentheorie dar-
stellt, verdeutlicht vor allem die Moglichkeiten der Makrostruktur:*

Axiom 1: For all z, y, 2z, (z-y) - 2 =2 - (y - 2).
Axiom 2: For all z, e-x = x and x - e = .

1

Axiom 3: Forall z, z -2 ' =eand 27! -z =e.

Lemma: If v -2z = 2 then u = e.

*Die Schreibweise 2" fiir die Umkehrfunktion ist in der obigen Definition der Formelsprache
akteptabel, wenn man dies als verschonerte Schreibweise fiir ”—1 betrachtet, und —1 als Kon-
stantenzeichen ansieht. Dann ist ~ ein zweistelliges Funktionszeichen, dessen einzige Funktion
es ist, mit —1 als zweitem Argument die Umkehrfunktion zu reprisentieren.
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= g . 27! By axiom

Proof: Suppose that v -z = x. Then (u-x) -z~
Lu-(z-z7') =2z-27% So by axiom 3 u-e = e. Then u = e by axiom
2. Qed.

Lemma 1: If 2 -y = e then y = 2~ 1.

Proof: Assume z-y = e. Then 27+ (2-y) = 2~ e, ie. (z7 1 2)y = 271,
Hence e -y =21, ie. y =271 Qed.

Theorem 1: (z-y) 1 =y~ 1 - 27L

Proof: Let u = (z-y) - (y~'-271). Then u = - ((y -y~ 1) - 271)
by axiom 1. Sou = z - (e-z7!),ie u = z- 27!, i.e. u = e. Thus
(z-y)-(y~'-271) =e Hence (y '-27') = (x-y)~! by lemma 1. Qed.

Wie man sieht, ermoglicht die Naproche-Sprache den Gebrauch von Text-
strukturierenden Ausdriicken wie ,axiom“, ,lemma®, ,theorem*, ,proof* und
»qed“ wie sie in mathematischen Texten iiblich sind. Mit Ausdriicken wie ,,sup-
pose that* und ,assume® werden Annahmen eingefiithrt. Ein Aspekt, der die
Naproche-Sprache trotz ihres natiirlichsprachlichen Scheines auf gewisse Weise
unnatiirlich macht, ist die Tatsache, dass Annahmen nur durch ein ,,qed“ oder
ein ,,thus“ geschlossen werden kénnen. In gewdhnlichen mathematischen Texten
wird der Skopus von Annahmen nicht durch rein syntaktische Textmerkmale be-
stimmt, sondern semantisch aus dem Text-Inhalt inferiert.

Der folgende zahlentheoretische Naproche-Text soll deutlich machen, welche
Art von Mikrostrukturen moglich sind:

Define n to be square if and only if there is an m such that n = m?.

Theorem: No square number is prime.
Proof: Let n be a square number.
Case 1: n =0 or n = 1. Then n is not prime.

Case 2: n # 0 and n # 1. Then there is an m such that n = m?2. Then
m # 1 and m # n. m divides n, i.e. n is not prime.

So in both cases n is not prime. Qed.

Wir sehen hier also, dass Nomen (,number®), Adjektive (,,prime“, , square®)
und Verben (,,divides“, ,is“) wie in der natiirlichen Sprache verwendet werden
konnen. Auflerdem gibt es Determinative (,no“) und natiirlichsprachliche Quan-
toren (,there is“). Zu beachten ist auch die Moglichkeit von Nebensétzen mit
»such that“, die in mathematischen Texten hiufig aufzufinden sind. Es gibt al-
lerdings auch noch viele Einschrinkungen, z.B. gibt es keinen Plural.

Die Semantik der Naproche-Sprache wird iiber die Ubersetzung von Naproche-
Texten in Beweisreprisentationsstrukturen (PRSen) definiert. Die Ubersetzung
wurde in Naproche 0.2 schon implementiert. Der Ubersetzungsalgorithmus fiir
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Naproche 0.1 wurde schon detaillierter in KOLEV [8] und KUHLWEIN [9] beschrie-
ben. In Naproche 0.2 hat sich an dem Ubersetzungsalgorithmus der schon vor-
her existierenden Ausdriicke nichts geéindert. Hinzugekommen ist vor allem die
PRS-Erstellung fiir Sétze, die Nomen, Verben und gegebenenfalls Adjektive ent-
halten; der Ubersetzungsalgorithmus fiir diese Sitze entspricht einem Standard-
Algorithmus zur Erstellung von Diskursrepriisentationsstrukturen (DRS), wie er
z.B. von BLACKBURN und Bos [1] beschrieben und in Attempto [5] implementiert
wurde.

Damit die Ubersetzung in PRSen als Semantik fiir die Naproche-Sprache gel-
ten kann, muss allerdings auch eine Semantik fiir PRSen geben. Diese war bisher
nicht definiert worden, und ist das Thema des folgenden Kapitels.






Kapitel 3

Beweisreprasentationsstrukturen

Um den Inhalt von mathematischen Texten darzustellen, nutzt Naproche ein
logisch-linguistisches Format, das an Diskursreprisentationsstrukturen [7] ange-
lehnt ist, allerdings so abgewandelt ist, dass die im letzten Kapitel erwéhnten Be-
sonderheiten von mathematischen Texten gut dargestellt werden konnen. Dieses
Format nennen wir Beweisreprisentationsstrukturen (engl. Proof Representation
Structures, PRS).

Da wir in diesem und in spéteren Kapiteln héufiger mit endlichen Folgen
(ab jetzt einfach Folgen genannt) arbeiten, seien hier einige Notationen fiir die
Handhabung von Folgen eingefiihrt:

Definition 3.0.1. Seien ¥ = (ay,...,a,) und X9 = (by, ..., by,) Folgen.
1. 31(k) bezeichnet das k-te Element von X1, also ag.

2. a € X7 bedeutet, dass a in X1 vorkommt, also dass a = a; fiir ein 7 mit
1< <n.

3. Linge(31) bezeichnet die Anzahl der Elemente in X1, also n.

4. X1 + X, sei die Folge (a1,...,an,b1,...,bp).

3.1 PRS-Syntax

Analog zu der Definition von Diskursreprisentationsstrukturen werden PRSen
und PRS-Bedingungen simultan rekursiv definiert. Die aktuelle Definition von
PRSen ist der in KUHLWEIN [9] und KoLEV [8] &hnlich. Allerdings kommt ei-
ne zusatzliche Art von PRS-Bedingungen hinzu, die ,,Pradikatorbedingungen®.
Diese reprisentieren natiirlichsprachliche Worter (Substantive, Adjektive oder

13
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Verben), die Priadikate ausdriicken. Solche natiirlichsprachlichen Wérter nennen

wir Prddikatoren.

Definition 3.1.1. Beweisreprdsentationsstruktur (PRS)

Gegeben ist eine Formelsprache L und eine Menge A von Pradikatoren. Eine
Beweisreprdsentationsstruktur (PRS) B ist ein Quintupel (idg, D, Mp, Y5, Rp)
mit den folgenden Eigenschaften:

e idp ist ein PRS-Identifikator.

e Dp ist eine Menge von natiirlichen Zahlen (die als Diskursreferenten fun-
gieren).

e Mp ist eine Menge von Termen und Formeln einer Formelsprache (die wir

,mathematische Referenten* nennen).
e Yp ist eine endliche Folge von PRS-Bedingungen.
e Rp ist eine Menge von PRS-Identifikatoren (die als Referenzen fungieren).

Darstellung. Eine PRS B mit idg =i, Dp = {d1,...,dn}, Mp = {m1,...,my,},

Yp={c,...,q)und Rg = {r1,...,rp} wird gewohnlicherweise wie folgt darge-
stellt:
1
dl, ey dm ‘ mi, ..., Mp
c1
C
T, ..., Tk

In dem Rest dieser Arbeit spielen die PRS-Identifikatoren und die Referenzen
keine Rolle mehr, so dass wir eine vereinfachte Darstellung benutzen:

dl,...,dm mi, ..., My

&1

C

Definition 3.1.2. PRS-Bedingungen
Seien B und C' PRSen, d,dq,...,d, Diskursreferenten, m ein mathematischer
Referent, p ein n-stelliger Pradikator und f ein Funktionszeichen.

1. math_id(d, m) ist eine PRS-Bedingung.
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10.

11

12

p(dy,...,d,) ist eine PRS-Bedingung.
holds(d) ist eine PRS-Bedingung.

contradiction ist eine PRS-Bedingung.

. B ist eine PRS-Bedingung.

B — C ist eine PRS-Bedingung.
B «— (' ist eine PRS-Bedingung.
B < (' ist eine PRS-Bedingung.
B = C ist ein PRS-Bedingung.

B := C ist eine PRS-Bedingung, wenn B und C die unten aufgefiihrten
Bedingungen erfiillen.

f: B — C ist eine PRS-Bedingung.

B ist eine PRS-Bedingung.

Punkt 10 wird syntaktisch eingeschrinkt, so dass jede Definitionsbedingung

genau ein neues Zeichen definiert, und nur die dafiir benétigten Diskursreferenten

und mathematischen Referenten einfiihrt:

FEine Definitionsbedingung B := C' darf zwei mogliche Formen annehmen:

e Die Liste der Bedingungen von B hat die Form

(math_id(dy,v1),...,math_id(dg, vy), math_id(d, R(v1, ..., vx)), holds(d))

fiir ein Relationszeichen R der Stelligkeit & und fiir Variablenzeichen
V1,...,Vg, und R kommt nicht in C' vor. In diesem Fall sagen wir, dass
B:=C R(v1,...,v) mittels der Diskursreferenten di, ..., dy,d definiert,
bzw. einfach dass B := C' R definiert.

Die Liste der Bedingungen von B besteht aus 0 bis m verschiedenen Bedin-
gungen der Form math_id(d;, v;) fiir 1 < i < m gefolgt von einer Bedingung
der Form p(di, ..., d,,) fir einen Priadikator der Stelligkeit m, und p kommt
nicht in C vor.

Sei v; wenn B eine Bedingung der Form math_id(d;,v;) enthalt
el o =
' d; wenn B keine Bedingung der Form math_id(d;, v;) enthélt
firl<i<m
Seien v;,, ..., v;, die Variablen der Form v;, die in {a, .. ., a;, } vorkommen.

In diesem Fall sagen wir, dass B := C'  p(dy,...,dn) mittels aq ...,
und mit Variablen v;,, ..., v;, definiert, bzw. einfach dass B := C' p defi-
niert.
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Die PRS-Bedingungen der Form ,p(dy,...,d,)*, ,B «— C*, B < C“ und
»f B — C“wurden erst in Naproche 0.2 eingefiihrt. Von diesen neuartigen PRS-
Bedingungen behandelt diese Arbeit nur ,p(dy,...,d,)*, da diese Bedingung bei
der Behandlung der PRS-Semantik von besonderem Interesse ist.* B «— C*,
»B «— C“und ,f : B — C“ werden in dieser Arbeit nicht weiter erortert.
Der Junktor ,—* hat dieselbe Semantik wie der Junktor ,=* und wird daher
auch nicht gesondert behandelt. (Wihrend ,,—“ aus Konditionalsitzen und All-
Quantifizierungen hervorgeht, geht ,=*“ aus Annahmen und Axiomen hervor;
zurzeit werden diese beiden Junktoren programmiertechnisch ein bisschen anders
behandelt, obwohl sie in der Theorie gleich behandelt werden.)

Definition 3.1.3. Sub-PRS
Sei O eine PRS oder eine PRS-Bedingung. Die Sub-PRSen von © werden rekursiv
definiert:

e Ist O eine PRS, so ist © eine Sub-PRS von O.
e Ist O eine PRS-Bedingung der Form —B, so ist B eine Sub-PRS von ©.

e Ist © eine PRS-Bedingung der Form B = C oder B := C, so sind B und
C Sub-PRSen von O.

e Ist B eine Sub-PRS von O, und C € X eine PRS, so ist C eine Sub-PRS
von ©.

e Ist B eine Sub-PRS von ©, und C eine PRS, so dass -C € X g, so ist C
eine Sub-PRS von ©.

e Ist B eine Sub-PRS von O, und sind C und D PRSen, so dass B = C € ¥
oder B := (' € ¥, so sind C' und D Sub-PRSen von ©.

Eine PRS B wird als Sub-PRS einer Folge © von PRS-Bedingungen bezeichnet,
wenn sie Sub-PRS einer PRS-Bedingung in © ist.

Definition 3.1.4. Zugdnglichkeit

Anders als in Discourse Representation Theory ist Zuginglichkeit bei PRSen
nicht nur eine Beziehung zwischen PRSen, sondern auch zwischen PRS-Bedin-
gungen, und zwischen PRSen und PRS-Bedingungen. Wie in Discourse Repre-
sentation Theory kann man Zuginglichkeit durch eine Unterordnungs-Bezichung
definieren:

*Nur durch Bedingungen der Form ,p(di,...,d,)“ ist es moglich, Diskursreferenten zu be-
nutzen, ohne sie durch math_id-Bedingungen an Terme oder Formeln der Formelsprache zu
binden.



3.1. PRS-SYNTAX 17

Seien ©1 und ©3 PRSen oder PRS-Bedingungen.t Oy ist © direkt unterge-
ordnet, wenn

e O eine PRS ist, und O3 die erste Bedingung von O ist, oder

e O und ©y PRS-Bedingungen einer PRS B sind, so dass ©; in der Reihen-
folge der PRS-Bedingungen von B direkt vor ©2 kommt, oder

e O eine PRS-Bedingung der Form —0s ist, oder
e O eine Bedingung der Form ©s — B ist, oder
e O, eine Bedingung der Form O, := B ist, oder
e 01 = O eine PRS-Bedingung ist, oder

e O := Oy eine PRS-Bedingung ist.

Die Beziehung ,,©; ist von O35 aus zugéinglich“ ist die transitive Hiille der
Beziehung ,,05 ist ©; direkt untergeordnet*.

Einen Diskursreferenten d bzw. einen mathematischen Referenten m nennen
wir von O aus zugénglich, wenn es eine von O aus zugingliche PRS B gibt, so
dass d € D bzw. m € Mp.

Die mathematischen Referenten einer PRS reprisentieren die im Text ver-
wendeten mathematischen Formeln, Terme sowie freie Variablen. Jede Formel
und jeder Term der Formelsprache, sowie jede freie Variable in einer Formel oder
und jede Variable in einem Term, wird unter den mathematischen Referenten
der Sub-PRS, die den Satz oder das Satzglied dieser Formel oder dieses Terms
iibersetzt, aufgelistet, sofern die Formel, der Term oder die Variable nicht schon
in einer zuginglichen PRS als mathematischer Referent aufgezihlt wurde.

Diejenigen mathematischen Referenten, die Variablen sind, nennen wir auch
Variablenreferenten. Diejenigen mathematischen Referenten, die Terme sind, nen-
nen wir Termreferenten (so dass die Variablenreferenten auch zu den Termrefe-
renten zihlen). Diejenigen mathematischen Referenten, die Formeln sind, nennen
wir Formelreferenten.

math_id-Bedingungen ordnen einem Term oder einer Formel einen Diskurs-
referenten zu. Gewohnlicherweise steht eine Bedingung der Form math_id(d, m)
in einer PRS B, fiir die m € Mp gilt. Es kann dann eine Bedingung geben, von
der aus B und damit m zugénglich ist, math_id(d, m) aber nicht. Die Zuordnung

f©, und O, miissen hier als Vorkommnisse (engl. token) von PRSen oder PRS-Bedingungen
interpretiert werden, nicht als Typen von PRSen oder PRS-Bedingungen: Wenn z.B. ¥ =
(c1,c2,c1), dann ordnet co das zweite Vorkommnis von ¢1, aber nicht das erste Vorkommnis von
c1, unter. Es reicht also nicht nur von Typen zu sprechen (,,c2 ordnet ¢; direkt unter), sondern
es muss streng genommen von Vorkommnissen gesprochen werden (,,dieses Vorkommnis von ¢
ordnet das zweite Vorkommnis von ¢; unter®).
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von d zu m ist aber laut der PRS-Semantik, wie sie im néchsten Abschnitt defi-
niert wird, dann immer noch gegeben. Deswegen macht es Sinn, die Bedingung
math_id(d, m) noch als ,indirekt zugénglich“ zu bezeichnen:

Definition 3.1.5. Indirekte Zugdinglichkeit

Eine Bedingung c; ist von einer Bedingung co aus indirekt zugdnglich, wenn c
von co aus zuginglich ist, oder es eine von ¢ aus zugéingliche PRS B gibt, so
dass ¢1 € Y.

Haufig ist festgelegt, welche Formelsprache und welche Menge von Pridika-
toren in einer PRS Verwendung finden kann:

Definition 3.1.6. Sei L eine Formelsprache und A eine Menge von Pradikatoren.
Eine PRS B ist auf (L,A) beschrinkt, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

e Jede math_id-Bedingung ¢ in B enthéilt nur Konstanten-, Funktions- und
Relationszeichen, die entweder in L sind oder von einer von c aus zuging-
lichen PRS-Bedingung definiert werden.

e Der Priadikator von jeder Pradikatorbedingung in B ist in A oder wird von
einer zuginglichen PRS-Bedingung definiert.

e Keine Definitionsbedingung definiert ein Relationszeichen von L oder einen
Pradikator in A.

e Keine Definitionsbedingung c definiert ein Relationszeichen oder einen Pradi-
kator, der von einer von ¢ zugénglichen Definitionsbedingung definiert wird.

Die Relationszeichen in L und die Priadikatoren in A sind also die Zeichen, die
nicht definiert werden brauchen, sondern als gegeben angenommen werden (wie
z.B. ,€“ in der Mengenlehre).

Definition 3.1.7. PRS-Gebilde
Als PRS-Gebilde bezeichnen wir jede PRS, jede PRS-Bedingung, und jede Folge
von PRS-Bedingungen.

Spéter werden wir mehrere Induktionsbeweise iiber die Komplexitat von PRS-
Gebilden durchfiihren. Dafiir wird eine Definition dieser Komplexitét benotigt:

Definition 3.1.8. Komplexitit von PRS-Gebilden
Sei © ein PRS-Gebilde. Dann wird die Komplexitidt von O, K(O), wie folgt
definiert:

e Ist © = holds(d), ©® = p(di,...,d,), ® = math_id(d,m) oder © =
contradiction fiir beliebige Diskursreferenten d, dy, .. ., d,, jeglichen mathe-
matischen Referenten m und jeglichen Pridikator p, so ist K(©) := 0.
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e Ist ©=-B, soist K(O):= K(B)+ 3.

elst =B - (C,0=B= Coder ®=B:=C,soist K(©):=K(B)+
K(C)+1.

e Ist O eine Folge (c1,...,c,) von PRS-Bedingungen, so ist

n

K(0©) = ZK(Q) +n.

=1

e Ist © eine PRS mit PRS-Bedingungs-Folge ¥g, so ist K(0) := K(Xg)+ 1.

3.2 PRS-Semantik

Bei der Definition der Semantik der Formelsprache im letzten Kapitel haben wir
von L-Strukturen Gebrauch gemacht. Diese geben den Konstanten-, Funktions-
und Relationszeichen einer Formelsprache eine Bedeutung. Da die Formelsprache
in die Naproche-Sprache eingebettet werden kann, miissen wir auch jetzt mit
Strukturen arbeiten, die den Konstanten-, Funktions- und Relationszeichen eine
Bedeutung geben. Allerdings miissen diese Strukturen auch den Pridikatoren
(Verben, Nomen, Adjektiven) der Naproche-Sprache eine Bedeutung geben:

Definition 3.2.1. (L, A)-Struktur

Sei L eine Formelsprache und A eine Menge von Pridikatoren. Eine (L, A)-
Struktur 2 mit Universum U ist ein Paar (U, ), wobei U eine Menge ist und
B eine Abbildung ist, die jedem Konstantenzeichen von L ein Element in U, je-
dem n-stelligem Funktionszeichen von L ein Funktion von U™ nach U, jedem
n-stelligem Relationszeichen von L eine Teilmenge von U™ und jedem n-stelligen
Pradikator in A eine Teilmenge von U™ zuordnet. Fiir ein Konstantenzeichen c,
ein Funktionszeichen f, ein Relationszeichen R und einen Pridikator p schreiben
wir anstatt G(c), B(f), B(R) bzw. B(p) auch A(c), A(f), A(R) bzw. A(p). Wir
bezeichnen das Universum von 2( auch mit |2|.

In einem Naproche-Text kénnen neue Zeichen und Worter durch Definitionen
eingefiihrt werden. Diese Definitionen werden in der PRS durch Definitionsbe-
dingungen (also Bedingungen der Form C' := D) dargestellt. Die beabsichtigte
Bedeutung einer solchen Definitionsbedingung ist, dass die in Betracht gezogene
(L, A)-Struktur um ein Relationszeichen oder Pridikator erweitert wird. Dafiir
miissen wir erstmal definieren, was eine Erweiterung einer (L, A)-Struktur ist:

Definition 3.2.2. Erweiterung von (L, \)

Eine Paar (L', A’) ist eine Erweiterung von (L, A) (geschrieben (L, A) < (L', A")),
wenn A C A" und A, C Ap gilt. (L', A’) ist eine Erweiterung von (L, A) auf
eine Menge M = {p1,...,Pn,C1y--,Ck, f15---, f1, R1, ..., Ry} von Priidikatoren,
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Konstanten-, Funktions- und Relationszeichen, wenn (L, A) < (L', A") und (A" U
Ap)=(MUAUAL) gilt.

Definition 3.2.3. Erweiterung einer (L, A)-Struktur
Eine (L', A")-Struktur 2" = (U, 5’) ist eine Erweiterung einer (L, A)-Struktur
A= (U',03) (geschrieben A < A") genau dann, wenn

1. (L,A) < (L', A
2. U=U
3.8Cp.

Wenn (L', A’) eine Erweiterung von (L,A) auf M ist, dann nennen wir 2" eine
Erweiterung von 2 auf M.

holds-Bedingungen stellen im Naproche-Text gebrauchte Formeln der For-
melsprache dar. Um holds-Bedingungen zu interpretieren miissen wir uns also
auf die Modell-Relation (=) der Formelsprache beziehen. Da wir aber mit einer
(L, A)-Struktur statt mit einer L-Struktur arbeiten, miissen wie erst die Modell-
Relationen auf (L, A)-Strukturen erweitern:

Definition 3.2.4. Sei 2 eine (L, A)-Struktur und ¢ eine L-Formel. Man beachte,
dass es genau eine (L, ())-Struktur 2" gibt, so dass 2" < A gilt. Da jede (L, )-
Struktur eine L-Struktur ist, ist A’ eine L-Struktur. Anstelle von 2’ |= ¢ schreiben
wir auch A = .

Bei der Definition der Semantik der Formelsprache im letzten Kapitel haben
wir von Teilbelegungen Gebrauch gemacht. Diese haben beim Interpretieren ei-
ner Formel den Variablen dieser Formel Elemente im Universum der betrachteten
Struktur zugeordnet. Bei PRSen haben die Diskursreferenten eine dhnliche Funk-
tion, wie die Variablen in der Formelsprache haben. Die Diskursreferenten bezie-
hen sich aber nicht nur auf Elemente der betrachteten Struktur, sondern auch auf
Formeln der Formelsprache. Somit miissen wir beim Interpretieren von PRSen
den Diskursreferenten Elemente aus dem Universum der betrachteten Struktur
und Formeln der Formelsprache zuordnen. Dies tun wir iiber partielle Funktionen,
die wir wie in der Diskursrepréisentationstheorie Finbettungen nennen:

Definition 3.2.5. Einbettung

Eine Finbettung (oder partielle Funktion) i von X nach Y (i : X ~ Y) ist eine
Teilmenge von X x Y, so dass fiir alle z € X und y1,y2 € Y, fiir die (z,y1) € @
und (x,y2) € i gilt, y1 = y2 gilt (d.h. 7 ist rechteindeutig). Anstelle von (x,y) € i
schreibt man auch i(z) = y.

Definition 3.2.6. Definitions- und Bildmenge

Sei f eine Funktion oder Einbettung. Dann bezeichnen wir mit Def(f) die De-
finitionsmenge von f, also {z : Jy (z,y) € f}. Mit Bild(f) bezeichnen wir die
Bildmenge von f, also {y : 3z (x,y) € f}.
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Definition 3.2.7. Erweiterung von Einbettungen

Eine Einbettung j ist eine Erweiterung der Einbettung 4, falls ¢ C j gilt. j ist eine
Erweiterung von i auf {x1,...,x,} , falls j eine Erweiterung von ¢ ist und die De-
finitionsmenge von j die Vereinigung von {z1,...,x,} und der Definitionsmenge
von ¢ ist; hierfiir schreiben wir auch i[zy, ..., z,]j).

Die hier vorgestellte PRS-Semantik ist eine auf PRSen angepasste Version der
dynamischen DRS-Semantik, wie sie in [1] vorgestellt wird. In der dynamischen
DRS-Semantik steht die Idee der Kontexténderung im Vordergrund: Als Kontexte
werden dort Einbettungen von Diskursreferenten in das Universum einer Struktur
verwendet. Es wird definiert, wann eine DRS ein Paar von Kontexten (g, h) erfiillt,
wobei das intuitive Verstéindnis dabei ist, dass die DRS den ersten Kontext in
den zweiten Kontext &dndert.

Bei der darauf basierten PRS-Semantik sind die Kontexte nicht einfach Ein-
bettung von Diskursreferenten in das Universum einer Struktur, sondern Tripel,
die aus einer Struktur, einer solchen Einbettung der Diskursreferenten und einer
Teilbelegung bestehen. Die Kontextdnderung findet nicht nur bei PRSen statt,
sondern auch bei PRS-Bedingungen: Dadurch wird es moglich, die Erweiterung
der Struktur, die durch eine Definitionsbedingung hervorgerufen wird, als Kon-
textdnderung zu betrachten.

Definition 3.2.8. Ein Kontext ist ein Tripel [, i, o], wobei 2 eine (L, A)-Struktur,
i ~ Fp, U || eine Einbettung und o eine |2A|-Teilbelegung ist.

Definition 3.2.9. Dynamische Semantik von PRSen und ihren Bedingungen
Sei L eine Formelsprache, A eine Menge von Pridikatoren. Seien 20 und B (L, A)-
Strukturen mit Universum U, 4,j0: N ~» Fp U U Einbettungen und o, 7, 79
U-Teilbelegung.

Seien C' und D auf (L, A) beschrénkte PRSen:

di, ..., dn ‘ Vly evny Uy M,y «vvy My,
C1

C:=
a
! / / / / /
Do voes @ | V1, ovny Uy M, ooy My,
c

D=
/
cp

Dabei seien vy, ...,v; die Variablenreferenten von C, und myq,...,m, die

anderen mathematischen Referenten von C. Entsprechend bei D.
Analog zu der Schreibweise der dynamischen DRS-Semantik in [1], schreiben
wir [2,4,0],[DB,7,7] = © um auszudriicken, dass die PRS oder PRS-Bedingung
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O den Kontext [, i, 0] in den Kontext [%B, j, 7] d&ndert. Alternativ kann man auch

sagen, dass die Kontextidnderung von [2, i, 0] nach [9B, j, 7] © erfiillt.

Es folgt eine Auflistung aller moglichen Kontextdnderungen:

1.

2,4, 0], [, jo, 0] E C genau dann, wenn i[d1, . .., d]jo und ofv, . .., vg]7o,
und es Ag, ..., Ay, J1,--.,5 und 7,...,7; gibt, so dass Ay = A und
[le—17jp—177-p—1]7 [leyjvap] ): Cp fir 1 < p <l

[, ,0], [, i,0] = p(d,...,d,) genau dann, wenn (i(dy), . ..,i(d,)) € A(p).

[, 4,0],[2A,i,0] E math_id(d,m) genau dann, wenn m ein Term ist und
i(d) = a(m) gilt oder wenn m eine Formel von L ist und i(d) = m gilt.

[, 4,0],[2,i,0] | holds(d) genau dann, wenn i(d) eine Formel ist und
A, 0 = i(d) gilt.

[, 4,0], [, i,0] E -C genau dann, wenn es keine Erweiterungen j von i
und 7 von o gibt, so dass [, i,0], [, j, 7] E= C gilt.

[, 3,0],[A,i,0] = C — D (bzw. C = D) genau dann, wenn es fiir jedes
Paar [j,7], so dass [2,4,0],[,j,7] E C gilt, ein Paar [k, v] gibt, so dass
[, 4, 7], [, k, 0] = D gilt.

[, i,0],[B,i,0] | C:= D genau dann, wenn ‘B eine Erweiterung von 2 auf

das in C := D definierte Relationszeichen oder den in C := D definierten
Pradikator ist, und fiir alle 51,7 so dass

a) ildi, ..., dml5
b) U[’Ul, e ,Q}k]Tl

c) [%B,j1, 7], [B,j1,11] E ¢ fiir jede math_id-Bedingung ¢’ in C,

[%B,1i,0],[B,71,71] E C genau dann, wenn es jo, 5 gibt, so dass [, j1, 1],
[Qlaj277_2] ): D.

Bemerkung. Da contradiction in dieser vollstédndigen Liste der Kontextédnde-

rungen nicht vorkommt, kann keine Kontextédnderung eine Bedingung der Form

contradiction erfiillen.

Definition 3.2.10. Verifikation einer PRS durch eine (L, A)-Struktur
Eine (L, A)-Struktur 2 verifiziert C' genau dann, wenn es eine |2|-Teilbelegung
o und eine Einbettung i: N ~~ F, U || gibt, so dass [2,0,0], [2, i, 0] = C gilt.

Definition 3.2.11. Guiltigkeit einer PRS
C' ist giiltig genau dann, wenn jede (L, A)-Struktur C' verifiziert.

Definition 3.2.12. Korrektheit eines Naproche-Texts
Ein Naproche-Text ist korrekt, wenn die PRS, in die er iibersetzt wird, giiltig ist.
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Bemerkung. Die hier vorgestellte PRS-Semantik sowie die in dieser Arbeit nicht
nither behandelte Ubersetzung von Naproche-Texten in PRSen wurden mit dem
Ziel erstellt, dass diese formale Definition der Korrektheit eines Naproche-Texts
mit unserem Korrektheitsempfinden bei informellen Beweisen iibereinstimmt.






Kapitel 4

Das Formelbild einer PRS

Es ist moglich, eine PRS in einen Satz der Formelsprache zu iibersetzen. Diese
Ubersetzung, die wir als das Formelbild der PRS bezeichnen, gibt den Inhalt der
PRS korrekt wieder, was bedeutet, dass das Formelbild von einer PRS C' genau

in jenen Strukturen wahr ist, die C' verifizieren.

Es hat nicht jede PRS ein Formelbild, sondern es miissen einige zusétzliche

Bedingungen erfiillt sein:

Definition 4.0.1. Ein wohlgeformtes PRS-Gebilde ist ein PRS-Gebilde O, fiir
das gilt:

1.

Jeder Diskursreferent, der in einer math_id-Bedingung ¢; oder Pradikator-
bedingung co in einer Sub-PRS von © vorkommt, ist von ¢; bzw. co aus
zugénglich.

. Fiir jede Sub-PRS B von © und jede Bedingung ¢ € Xp der Form

math_id(d, m) gilt m € Mp.

Wenn eine Bedingung math_id(d, m) von einer Bedingung math_id(d',m’)
aus indirekt zugénglich ist, dann ist d # d'.

Fiir jede Bedingung ¢ der Form math_id(d,m) und jede Variable x €
frei(m) gibt es eine von ¢ aus indirekt zugénglich Bedingung der Form
math_id(d', x).

. Fiir jede Bedingung der Form holds(d) muss es eine indirekt zugéngliche

Bedingung der Form math_id(d, ) fiir eine Formel ¢ geben.

Fiir jede Bedingung ¢ der Form p(dy, ..., d,) gibt es keine von ¢ aus indirekt
zugéngliche Bedingung der Form math_id(d;, ) fiir 1 <i < n und fiir eine
Formel .

25
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7. Fiir jede Sub-PRS B von O, jedes d € Dp und jedes m € Mp, sind d und
m von B aus nicht zugénglich.

4.1 Lambda-Kalkiil

Bei der Definition des Formelbildes machen wir vom Lambda-Kalkiil Gebrauch.
Das Lambda-Kalkiil soll hier nicht als Sprache fiir Logik héherer Ordnung ver-
standen werden, sondern nur als eine praktische Notation fiir durchzufiihrende
Substitutionen. Genauer gesagt sollen Lambda-Ausdriicke als Funktionen von
Termen nach Formeln einer Formelsprache angesehen werden. Fiir die Zwecke
dieser Arbeit ist die folgende Definition hinreichend:

Definition 4.1.1. Lambda-Ausdriicke

Sei L eine Formelsprache, ¢ eine L-Formel und x ein Variablenzeichen von L.
Dann ist Az.p ein L-Lambda-Ausdruck. Ein L-Lambda-Ausdruck ist eine Funk-
tion von L-Termen nach L-Formeln, die wie folgt definiert wird:

t
Az.p(t) = v

Alle Vorkommnisse von z in Az.@ gelten als gebunden. Wir kénnen also
frei(Az.) als frei(p) \ {x} definieren.

4.2 Definition des Formelbildes

Fiir den Rest dieser Arbeit sei A eine Menge von Prédikatoren. Von nun an
werden alle PRSen als auf (L, A) beschrénkt angenommen.

Das Formelbild einer PRS wird in einer erweiterten Version der Formelsprache
L ausgedriickt. Und zwar wird fiir jeden Prédikator in A ein neues Relationszei-
chen in L eingefiihrt. Anders ausgedriickt fithren wir fiir jedes Verb, Nomen und
Adjektiv der Naproche-Sprache ein formelsprachliches Relationszeichen ein. Der
Einfachheit halber gehen wir davon aus, dass A und die Menge der Relations-
zeichen von L disjunkt sind, so dass wir die Priadikatoren ohne Umbenennung
als Relationszeichen der Formelsprache benutzen koénnen. Zusétzlich erweitern
wir L auch noch um eine Folge &y, 41, d2, ... von neuen Variablenzeichen, die bei
der Ubersetzung einer PRS fiir die Ubersetzung der Diskursreferenten, die nicht
durch math_id-Bedingungen an L-Terme gebunden werden, genutzt werden. Die-
se Erweiterung von L nennen wir L.

Definition 4.2.1. Wir definieren die Funktion § von der Menge der Diskursre-
ferenten und Variablenzeichen von L nach der Menge der Variablenzeichen von

L' durch
0, wenn x ein Diskursreferent ist.
§(z) =

x wenn x ein Variablenzeichen von L ist.
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Auch in KUHLWEIN [9] wurde schon ein Formelbild definiert, wobei dieses
allerdings eine Folge von préadikatenlogischen Formeln war, und nicht ein ein-
ziger pradikatenlogischer Satz. Da zu dem Zeitpunkt jener Diplomarbeit aller-
dings noch keine Definition der PRS-Semantik gegeben war, konnte dieses For-
melbild auch nicht den Anspruch einer korrekten Ubersetzung der PRS haben;
denn die Korrektheit einer Ubersetzung lésst sich nur charakterisieren, wenn fiir
das zu Ubersetzende eine festgelegte Bedeutung existiert. Mit der Festlegung der
PRS-Semantik wurde allerdings klar, dass die Definitionsbedingungen und die
von ihnen definierten Relationszeichen im Formelbild anders behandelt werden
miissen als in KUHLWEINs Formelbild, wenn das Ziel einer korrekten Ubersetzung
erreicht werden soll. Denn in KUHLWEINs Formelbild wird eine Definitionsbedin-
gung durch einen Bikonditional zwischen dem Definiendum und dem Definiens
iibersetzt, welcher jedoch in einer Struktur, in der dem Definiendum eine andere
Menge zugeordnet ist als dem Definiens, nicht erfiillt wird. Daher definieren wir
das Formelbild jetzt auf eine solche Weise, dass eine Definitionsbedingung iiber-
haupt nicht iibersetzt wird, sondern zu einer Substitution des Definiendum durch
das Definiens in der Ubersetzung der ihr folgenden Bedingungen fiihrt.

Zum Beispiel wird der folgende Text:

Define n to be square if and only if there is an m such that n=m?2.

Let n be square. Then n is not prime.

in die folgende PRS iibersetzt:

2,3 ‘ m, n=m?

L th-id(2,m)
math_id(1l,n) | = AR, 2

(1) math_id(3, n=m?)
square holds(3)
4 ‘ n ‘
math_id(4,n) | = ‘

4 -
square(4) prime(d)
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In dem Formelbild dieser PRS erscheint die Definitionsbedingung nicht mehr.
Stattdessen fithrt die Definitionsbedingung dazu, dass ,square“ im Formelbild
nicht mehr erscheint, sondern durch sein Definiens ersetzt wird. Wie spéter noch
detailliert erkléirt wird, ist das Formelbild dieser PRS

2

Vn(3Im n=m* — —prime(n)).

Hierbei wurde also nur die zweite Bedingung wirklich iibersetzt, wobei die
erste Bedingung nur zu einer Ersetzung von square(n) durch Im n=m? in der
zweiten Bedingung gefiihrt hat.

Um das Formelbild einer PRS zu definieren, miissen wir rekursiv das Formel-
bild von PRS-Bedingungen, Folgen von PRS-Bedingungen und PRSen definieren.
Um die oben erwdhnte Substitution der Definienda zu verwirklichen, miissen aber
in jedem Schritt der Rekursion Informationen zu den anzuwendenden Substitu-
tionen fiir den néchsten Schritt gespeichert werden. Um das zu erreichen, erhlt
die Formelbild-Funktion, mittels derer die Formelbilder von PRS-Bedingungen
und Folgen von PRS-Bedingungen definiert werden, ein zusétzliches Argument,
welches eine Funktion enthilt, die die durchzufithrenden Substitutionen festlegt.

Diese Funktion, die wir durch den Buchstaben A kennzeichnen, ordnet jedem
zu ersetzenden Relationszeichen ein Lambda-Ausdruck zu. Wenn z.B. square(n)

2

definiert wurde als 3m n=m~, so wird A dem Relationszeichen square den Lambda-

Ausdruck An.3m n=m? zuordnen. Durch die Verwendung des Lambda-Kalkiils
wird hier gewéhrleistet, dass die Argumente der definierten Relation nach der

Substitution an korrekter Stelle im Definiens auftreten.

Definition 4.2.2. Substitution von Relationszeichen
Eine solche Funktion A definiert eine Funktion A von L’-Formeln nach L'-
Formeln, die die gewiinschte Substitution auf L’-Formeln durchfiihrt:

1. A(R(t1,...,tn)) := A(R)(t1) . . . (t) fiir jedes Relationszeichen® R € Def(A)
und jegliche L'-Terme tq,...,t,.

2. A(R(t1,...,tn)) :== R(t1,...,t,) fir jedes Relationszeichen R ¢ Def(A)
und jegliche L'-Terme ty,...,t,.

3. Fiir L'-Formeln ¢ und v gilt

o A(=p) :=-A(p)

o A((p A1) = (A(p) NA(Y))

o A(p V1)) = (A(p) VA(®Y))

o Al(p — ) == (Alp) — A®®))

*Hier sind Relationszeichen von L’ gemeint. Dies sind also sowohl die Relationszeichen von
L als auch die Préadikatoren in A
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o A((p = 9)) = (Alp) = A(y))

Zusiétzlich zu den Informationen zu den durchzufithrenden Substitutionen von
Relationszeichen miissen auch Informationen zu den durch math_id-Bedingungen
festgelegten Interpretationen der Diskursreferenten gespeichert werden. Dies ma-
chen wir durch partielle Funktionen von Diskursreferenten nach mathematischen
Referenten, die wir durch die Buchstaben k und ! kennzeichnen, und die als
zusitzliche Argumente in der Formelbildfunktion verwendet werden.

Bei der Ubersetzung einer PRS oder Sub-PRS B muss auflerdem {iber alle in
B eingefiihrten Variablen quantifiziert werden. Dafiir brauchen wir eine Definition
der ,eingefithrten“ Variablen:

Definition 4.2.3. Sei B eine PRS mit Diskursreferenten dy,...,d, und Varia-
blenreferenten vy, ..., v,. Seil eine partielle Funktion von Diskursreferenten nach
L-Formeln und L-Termen.

° YB,Z = {6d :d € {dl, - ,dn} \ Def(l)}
° B::{vl,...,vn}
° XBJ = YB,ZUZB

Definition 4.2.4. Wenn X eine Menge {z1,...,x,} von Variablen ist, so schrei-
ben wir 3X als Kurzform fiir 3z; ... 3x,; analog fiir V. 30 und V() stehen dann
logischerweise fiir leere Zeichenfolgen. (Die Reihenfolge der zy ...z, spielt dabei
semantisch keine Rolle. Zur Wohldefiniertheit dieser Definition miissen wir aber
streng genommen eine Reihenfolge eindeutig festlegen. Dies kann allerdings pro-
blemlos gemacht werden, da die Menge aller Variablenzeichen von L’ abzihlbar
ist.)

Definition 4.2.5. Formelbild
Durch simultane Rekursion werden drei partielle Formelbildfunktionen definiert:
Eine fiir PRS-Bedingungen (FB), eine fiir Folgen von PRS-Bedingungen (FF)
und eine fiir PRSen (FP).

Seien k, [, I’ undA partielle Funktionen. Bei den nun folgenden Definitions-
gleichungen ist die linke Seite genau fiir jene Werte von k, [, I’ und A definiert,
fiir die die rechte Seite definiert ist.

1. FB(holds(d), A, k) :== A(k(d)), wenn k(d) eine Formel ist.

— ~

2. FB(p(dy,...,dn), A k) = A(p(k(d k(dy,))), wenn k(d;) fir 1 <i <n
{ , wenn d € Def(k)

04 ansonsten

keine Formel ist, wobei k‘

3. FB(contradiction, A, k) :=
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4. FB(=B,A,k) :== ~FF((B), A, k. k)

5. FB(B = C,A, k) :=YXp(FF(Sp,A, k1) — FF((C), A1)

6. FF((math_id(d,m)), A, k, kU {(d,m)}) =T

7. FF((math_id(d,m)) + %, A, k,1) := FF(S, A,k U{(d,m)},1) fiir & # ()
8. FF((C:=D),Ak,k):=T

9. FF((C := D)+X,Ak,l) := FF(3X, A’ k1), wenn X # () und FF (3¢, Ak, k)
definiert ist, und entweder

e C :=D R(x1,...,27,) definiert, in welchem Falle wir A’ := A U
{(R, \ap.... \x1. FF((D), Ak k'))} setzen, oder

e C:=D p(d,...,d,) mittels ay,...,q, definiert, in welchem Falle
wir A" := AU {(p, \o(ay)....\0(c1).FF((D), A k' K'))} setzen.

10. FF((B), Ak, k) := 3Xp,FF(Sp, A, k, 1)

11. FF((B) + 2, A, k,1) := 3Xpp (FF(Sp, A, LI) A FF(S,A, kU (I'\ 1), 1)),
wenn ¥ # () und kN (I'\ 1) = 0.

12. FF({c), Ak, k) := FB(c, A, k) fiir eine PRS-Bedingung ¢, die nicht PRS,
Definitionsbedingung oder math_id-Bedingung ist

13. FF({c) + £,A,k,l) :== (FB(c,A,l) N FF(X,A,k,1)) fir ¥ # () und fur
eine PRS-Bedingung ¢, die nicht PRS, Definitionsbedingung oder math_id-
Bedingung ist

14. FF((),A k k) =T

15. FP(B) := FF((B),0,0,0)

4.3 Beispiel einer Formelbild-Konstruktion

Da es nicht leicht ersichtlich ist, was genau der Zweck der zusétzlichen Argumente
und der einzelnen Punkte in der obigen Formelbild-Definition ist, soll dies anhand
von zwei Beispielen erliutert werden, noch bevor wir im néchsten Abschnitt zei-
gen, dass das Formelbild wohldefiniert ist und dass F'P(B) fiir jede wohlgeformte
PRS B definiert ist.

Die oben schon erwidhnte PRS wird hier nochmal mit Identifikatoren darge-
stellt, damit wir uns in den Erlduterungen leichter auf bestimmte Sub-PRSen
beziehen kénnen:
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B
B Bs
12 ‘ - 2,3 ‘ m, n=m?
, = | math_id(2,m)
math.id(1, n) math_id(3, n=m?)
square(1) holds(3)
Bs
B
By . |
4 ‘ n N
math_id(4,n) B
square(4) ! ‘
prime(4)

Wir zeigen nun, dass FP(B1) = Vn(3Im n=m? — —prime(n)):

(Punkt 15 von Definition 4.2.5)
(fiir ein [, fiir das FF(Xpg,,0,0,1) definiert
ist; Punkt 10 von Definition 4.2.5)

FP(B1) = FF((B),0,0,0)
= ElXBthF EBUV);@;Z)

Man beachte, dass ¥, die Folge der Bedingungen von B; ist, also (B := Bs,
By = Bs). Nun miissen wir bestimmen, fiir welches [ das Formelbild FF(Xg,0,0,1)

definiert ist, und welchen Wert FF(X3,0,0,l) annimmt:

FF(Sp,,0,0,1) = FF(By= Bs),A,0,1) (Punkt9) (4.1)

Hier ist A = {(square, \n.F'F((Bs),0,k',k'))}, und k" ist so gewihlt, dass
FF(3p,,0,0,k") definiert ist. Aufgrund von Punkt 7 ist FF(Xp,,0,0,k") defi-
niert, wenn FF({square(1)),0,{(1,n)},k’) definiert ist, wofiir wegen Punkt 12
K = {(1,n)} gelten muss. Dann gilt aufgrund von Punkt 10

FF(<B3>7 0, kla k/) = HXBSJ’FF(EB:«)? 0, k/a l/) (42)
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fiir ein ', fiir das die rechte Seite definiert ist. Weiterhin gilt

FF(p,,0,K ') = FF({(math-id(2,m), math_id(3,n=m?), holds(3)),
0.{(1,m)}, 1)

= FF({math_id(3,n=m?), holds(3)),0, {(1,n), (2,m)},1')
(Punkt 7)

= FF({holds(3),0,{(1,n),(2,m), (3,n=m?)},1')
(nochmals Punkt 7)

= FB(holds(3),0,{(1,n), (2,m), (3, nim2>})
(Punkt 12; somit gilt I = {(1,n), (2,m), (3,n=m?)})

= ((n=m?) (Punkt 1)

= n=m?

Hieran sieht man sehr gut die Funktion der beiden letzten Argumente der vier-
stelligen Funktion F'F': Wihrend man eine Folge von Bedingungen durcharbeitet,
wird zu dem vorletzten Argument bei jeder math_id-Bedingung die Information
dieser math_id-Bedingung hinzugefiigt. Das letzte Argument bleibt dabei kon-
stant, und enthélt die gesamte Information, die am Ende der Bedingungsfolge im
vorletzten Argument ist, also die gesamte Information aller math_id-Bedingungen
in der Bedingungsfolge. Die Information aus diesem letzten Argument wird an die
Funktion FB iibergeben, und dann bei der Ubersetzung von holds-Bedingungen
und Prédikatorbedingungen zur Auflésung der Diskursreferenten verwendet.

Da wir jetzt den Wert von !’ kennen, kénnen wir auch Xp,; berechnen:
Xpyy =Y, UZpy = {0q : d € {2,3} \ Def(lI')} U{m} = {m}, da Def(I') =
{1,2,3}. Somit folgt aus 4.2, dass FF((Bs),, k', k") die Formel Im n=m? ist.

Dadurch folgt, dass A = {({square, \n.3m n=m?)}. A enthilt jetzt also die In-
formation, dass wir fiir jeden Term ¢ square(t) durch Im t=m? ersetzen konnen.

Jetzt konnen wir die Gleichung 4.1 weiterfiihren:

FF(Xp,,0,0,l) = FF((Bs= Bs),A,,l)
FB(B4 = Bs, A, D)
(Punkt 12; somit gilt [ = )
= VX1, (FF(Xp,,A,0,l0) — FF((Bs),A,lo, o))
fiir ein [y, fiir das dieser Ausdruck definiert ist
(Punkt 5)

(4.3)

Als néchstes miissen wir also F'FF(Xpg,,A,(,ly) berechnen und dabei ly bestim-

Tsofern ¢ nicht m enthilt. Wenn ¢ m enthilt, dann ist An.3m n=m? (t) per definitionem
gleich (3Im n=m?)<, also aufgrund der Definition der Substitution bei quantifizierten Formeln
(EBBINGHAUS [3] et al., S. 55) gleich Ju t=u? fiir eine Variable u, die nicht in ¢ vorkommt.
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men:

FF(3p,A0,ly) =

FF((square(4)),A,{(4,n)},lp) (Punkt 7)
FB(square(4), A,{(4,n)}) (Punkt 12; ergo lp = {(4,n)})
A(square(n)) (Punkt 2)

A(square)(n) (aufgrund von Definition 4.2.2, Punkt 1)
An.3m n=m? (n)

Im n=m?2

AuBerdem miissen wir F'/F((Bs), A, ly, ly) bestimmen:

FF((Bs),Alo,ly) =

IX .1, FF((Bg), A, lo, 1)

fiir ein [y, fir das FF((Bg), A, lo, 1) definiert ist

(Punkt 10)

FF((Bs), A, lo, 1)
(da Xp,;, = 0 unabhéngig von [; gilt)
IX o1, FF((~Br), A 1y, 1)
fiir ein Iy, fir das FF((—B7), A, l1,l2) definiert ist
(Punkt 10; ergo 1) = lp)
FF((=Br), A, l1,12)

(da Xp,1, = 0 unabhéngig von ly gilt)
FB(—-B7,A,lp) (Punkt 12; ergo Iy = lp)
-~FF((B7),A,lo,lp) (Punkt 4)
—3Xp, 1, FF((prime(4)), A, lo, l3)
fiir ein I3, fir das F/F((prime(4)), A, lo,l3) definiert ist

(Punkt 10)

- FF((prime(4)), A, ly,l3)

(da Xp, 1, = 0 unabhéngig von 3 gilt)
—FB(prime(4),A,ly) (Punkt 12; ergo I3 = lp)
=A(prime(n)) (Punkt 1; denn lo(4) = n)
—prime(n) (da prime & Def(A))

Weiterhin gilt Xp, 1, = YB,1,0 U ZB, = {04 : d € {4} \ Def(lp)} U {n} = {n},
denn Def(ly) = {4}. Somit konnen wir nun aus Gleichung 4.3 folgern, dass
FF(2g,,0,0,1) = Vn(Im n=m? — —prime(n)). Da Xp,; = 0, folgt nun, dass
FP(By) = Vn(3m n=m? — —prime(n)), was die Berechnung des Formelbildes

von B abschlief3t.
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Zusétzlich zu diesem detailliert erlautertem Beispiel sei noch ein Beispiel auf-

gefiihrt, in dem eine Variable der Form ¢§; im Formelbild auftaucht: Der Naproche-

Text ,, No prime number is square.” wird in die folgende PRS {ibersetzt:

By

By

B3

T

- | prime(1)

number(1)

(
square(1)

Es folgt die Berechnung des Formelbildes:

FB(B:) =

FF((B1),0,0,0)

FF((B2),0,0,1) (da Xp,;=0)

FE((~B3),0,l0) (da Xp,1, =10)

FB(~Bs,0,0)

~FF(Bs,0,0)

~3Xp, 1, FF(Sp,,0,0,1)

~36,FF(Sp,,0,0,1)

(denn Xp, ;, = {01}, wie unten gezeigt wird)

=361 (FB(prime(1),0,1;) A FF({number(1), square(1),0,0,11))
(Punkt 13 von Definition 4.2.5)

=361 (prime(61) A FF((number(1), square(1),0,0,11))

(Punkt 2; denn Z/I(l) = §1, wie unten gezeigt wird)

=361 (prime(61) A (F B(number(1),0,11) A FF((square(1),0,0,11)))
(Punkt 13)

=301 (prime(d1) A (number(61) A square(d1)))

(Punkt 12, aus dem auch [; = ) folgt, und zweimal Punkt 2)

Die folgenden Ergebnisse waren fiir diese Berechnung notwendig:
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® Xpyu, = YByu UZp; = ({0a:d € {13} \ Def(l)) UD = {61} \ 0 ={o1}.

e [1(1) = 61, da [y(1) nicht definiert ist.

Wie schon am Anfang des Kapitels erldutert wurde, ist der Zweck der Va-
riablen der Form §;, als Ubersetzung von Diskursreferenten zu dienen, die nicht
durch math_id-Bedingungen an L-Terme gebunden werden. Das obige Beispiel
hat gezeigt, wie die Definition von Xp; und Punkt 2 der Formelbilddefinition zu
dem Auftreten solcher Variablen im Formelbild fithren.

4.4 \Wohldefiniertheit des Formelbildes

Man beachte, dass die drei Formelbildfunktionen partielle Funktionen sind: Sie
sind also nur fiir einige der mdglichen Werte ihrer Argumente definiert.

Fiir die Wohldefiniertheit muss gezeigt werden, dass keine der drei Formel-
bildfunktionen fiir festgelegte Argumente mehr als einen Wert annehmen kann.
Diese Gefahr besteht deswegen, weil in den Punkten 5, 10 und 11 der Definition
auf der rechten Seite der Definitionsgleichung Funktionen (I oder [") vorkommen,
die auf der linken Seite nicht vorkommen. Somit besteht die Gefahr, dass die
rechte Seite fiir mehr als einen Wert dieser Funktionen definiert ist, und dadurch
verschieden Werte annehmen kann. Das folgende Theorem wendet diese Gefahr
ab:

Theorem 4.4.1. Sei © ein PRS-Gebilde.

1. Durch die Gleichungen in der Formelbilddefinition (4.2.5) ist fir jedes A,
jedes k und jedes | den Formeln FB(©,A k), FF(O,A k1) und FP(O)
hdchstens ein Wert zugeordnet.

2. Wenn FF(O©,A,k,l) ein Wert zugeordnet ist, dann ist k C [.

3. Wenn sowohl FF(©,A,k1,l1) als auch FF(O©,A, ko, l2) ein Wert zugeord-
net ist, dann ist l; \ k1 = l2 \ ka.

4. Wenn sowohl FF(©,A,k,l1) als auch FF(O©,A,k,ls) ein Wert zugeordnet
ist, dann ist 11 = lo.

Beweis

Der Beweis verfolgt iiber eine Induktion iiber die Komplexitéit von ©. Der vierte
Punkt des Theorems folgt direkt aus dem zweiten und dritten Punkt. Er brauch
also nicht gesondert bewiesen zu werden, wird hier aber aufgefiihrt, da er im
Induktionsschritt des Beweises mehrfach verwendet wird.
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Induktionsanfang

Sei © ein PRS-Gebilde der Komplexitidt 0. Es konnen zwei Fille unterschieden
werden:

Fall 1: © hat die Form holds(d), p(dy,...,dy), math_id(d, m) oder contradiction.

1. Fiir math_id(d, m) ist kein Formelbild definiert, wohingegen fiir die anderen
drei moglichen Formen von © der Formel FB(O,A, k) durch Punkt 1, 2
bzw. 3 von Definition 4.2.5 ein eindeutiger Werte zugeordnet ist, und den
Formeln FF(O,A k1) und FP(O) keine Werte zugeordnet sind.

2. Trivial (da FF(O,A,k,l) kein Wert zugeordnet ist).

3. Trivial (da FF(©, A, k1,l;) kein Wert zugeordnet ist).

Fall 2: © hat die Form ().

1. Durch Punkt 14 von Definition 4.2.5 wird F'F(©,A,k,l) ein eindeutiger
Wert zugeordnet, wenn [ = k. Wenn [ # k, so wird FF (0, A, k, 1) kein Wert
zugeordnet. Den Formeln F'B(0, A, k) und FP(O) sind in jedem Falle keine
Werte zugeordnet.

2. Wenn FF(©,A,k,l) definiert ist, ist k = .

3. Wenn FF(O,Aky,l1) und FF(O, A, ky,l3) definiert sind, dann ist I \ k1 =
lo \ ko = 0.

Induktionsschritt

Sei © ein PRS-Gebilde der Komplexitiat m > 0. Man nehme an, dass die Induk-
tionsaussage fiir alle n < m gilt. (In den unten aufgefiithrten Fillen soll ¥ immer
eine nicht-leere Folge von PRS-Bedingungen bezeichnen.)

Fall 1: © hat die Form —B.

1. Aus Punkt 1 der Induktionsannahme fiir n < m folgt, dass der Formel
FB(0,A, k) hochstens ein Wert zugeordnet wird, ndmlich durch Punkt 4
von Definition 4.2.5 ((B) hat eine niedrigere Komplexitidt als =B, denn
K((B)) = K(B)+1und K(—B) = K(B)+3). Den Formeln FF(0©,A,k,l)
und FP(©) wird kein Wert zugeordnet.

2. Trivial.

3. Trivial.
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Fall 2: © hat die Form B = C.

1. Aus Punkten 1 und 4 der Induktionsannahme fiir n < m folgt, dass der
Formel FB(©,A, k) hochstens ein Wert zugeordnet wird (ndmlich durch
Punkt 5 der Definition). Den Formeln FF(O, A, k,l) und FP(©) wird kein
Wert zugeordnet.

2. Trivial.

3. Trivial.

Fall 3: © = (math_id(d, m)).

1. Aus Punkt 1 der Induktionsannahme fiir n < m folgt, dass der Formel
FF(O,A,k,l) hochstens ein Wert zugeordnet wird (ndmlich durch Punkt
6 der Definition). Den Formeln FB(©,A,k) und FP(©) wird kein Wert
zugeordnet.

2. Man nehme an, dass FF(©,A,k,l) definiert ist. Dann ist wegen Punkt 6
der Definition | = kU {(d, m)} und somit k C [.

3. Man nehme an, dass FF(0©,A,k1,l1) und FF(O,A, ks, ls) definiert sind.
Dann ist wegen Punkt 6 der Definition [; \ k1 = lo \ k2 = {(d,m)}.

Fall 4: © = (math_id(d, m)) + X.

1. Aus Punkt 1 der Induktionsannahme fiir n < m folgt, dass der Formel
FF(©,A,k,l) hochstens ein Wert zugeordnet wird (ndmlich durch Punkt
7 der Definition). Den Formeln FB(©,A,k) und FP(©) wird kein Wert
zugeordnet.

2. Man nehme an, dass F'/F(0, Ak, 1) definiert ist. Da dies nur iiber Punkt 7
der Definition definiert sein kann, muss auch FF (X, A, kU{(d,m)},1) defi-
niert sein. Dann ist wegen Punkt 2 der Induktionsannahme kU {(d,m)} C [
und somit k£ C [.

3. Man nehme an, dass F'F(0,A, k,l1) und FF(O,A, ks, ls) definiert sind.
Weil diese nur iiber Punkt 7 definiert sein kénnen, miissen auch FF (X, A, kqU
{{d,m)},l1) und FF(X,A, ko U{(d,m)},ls) definiert sein. Aus Punkt 3 der
Induktionsannahme folgt dann I3 \ (k1 U {(d,m)}) = la \ (k2 U {{d,m)}).
Wegen Punkt 2 der Induktionsannahme gilt auBerdem (d,m) € [; und
(d,m) € ly, und somit {1 \ k1 = l2 \ ko.
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Fall 5: © = (C := D).

1. Aus Punkt 1 der Induktionsannahme fiir n < m folgt, dass der Formel
FF(©,A,k,l) hochstens ein Wert zugeordnet wird (némlich durch Punkt
8 der Definition). Den Formeln FB(O,A,k) und FP(©) wird kein Wert
zugeordnet.

2. Man nehme an, dass FF(0,A,k,[) definiert ist. Dann ist wegen Punkt 8
der Definition [ = k£ und somit k C [.

3. Man nehme an, dass FF(O,A, ky,l1) und FF(©,A, ke, ls) definiert sind.
Dann ist wegen Punkt 8 der Definition I3 \ k1 = Iz \ ko = 0.

Fall 6: © = (C := D) + X.

1. Aus Punkt 1 der Induktionsannahme fiir n < m folgt, dass der Formel
FF(O,A,k,l) hochstens ein Wert zugeordnet wird (ndmlich durch Punkt
9 der Definition). Den Formeln FB(©,A, k) und FP(O) wird kein Wert
zugeordnet.

2. Man nehme an, dass FF(0,A, k,[) definiert ist. Da diese Formel nur iiber
Punkt 9 der Definition definiert sein kann, muss eine Formel der Form
FF(X,A’ k,1) definiert sein. Dann ist wegen Punkt 2 der Induktionsan-
nahme k£ C [.

3. Man nehme an, dass FF(O,A, ky,l1) und FF(©,A, ke, ls) definiert sind.
Weil diese nur tiber Punkt 9 definiert sein kénnen, miissen Formeln der
Form FF(X, A’ ki,l1) und FF(X, A’ ko, ly) definiert sein. Aus Punkt 3
der Induktionsannahme folgt dann I \ k1 = l2 \ ko.

Fall 7: © = (B).

1. Aus den Punkten 1 und 4 der Induktionsannahme fiir n < m folgt, dass der
Formel FF(©, A, k,1) hochstens ein Wert zugeordnet wird (ndmlich durch
Punkt 10 der Definition). Den Formeln F'B(©, A, k) und FP(O) wird kein
Wert zugeordnet.

2. Man nehme an, dass FF(0,A, k,l) definiert ist. Dann ist wegen Punkt 10
der Definition ! = k£ und somit k£ C [.

3. Man nehme an, dass FF(©,A,ky,l1) und FF(O,A, ks, ls) definiert sind.
Dann ist wegen Punkt 10 der Definition I3 \ k1 = Iz \ k2 = 0.
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Fall 8: © = (B) + X.

1. Aus den Punkten 1 und 4 der Induktionsannahme fiir n < m folgt, dass der
Formel FF (O, A, k,[) hochstens ein Wert zugeordnet wird (ndmlich durch
Punkt 11 der Definition). Den Formeln F'B(©, A, k) und FP(0O) wird kein
Wert zugeordnet.

2. Man nehme an, dass F'F(0,A, k,[) definiert ist. Da diese Formel nur iiber
Punkt 11 der Definition definiert sein kann, muss es ein I’ geben, so dass
FF(X,AkU '\ 1),l') definiert ist und kN (I’ \ 1) = () ist. Dann ist wegen
Punkt 2 der Induktionsannahme & U (I’ \ I) C I’. Daraus folgt, dass k C [
ist (denn wenn x € k, dann ist x & (I’ \ 1) aber z € I', und somit z € [).

3. Man nehme an, dass FF(©,A,ky,l1) und FF(O,A, ko, l2) definiert sind.
Weil diese nur {iber Punkt 11 definiert sein kénnen, muss es [{ und I5 geben,
so dass FF(Xp, A1), FF(Xp, Al 1), FF(3, Ak U (1) \ 11),1]) und
FF(3,A, kaU(15\l2), 1) definiert sind. Aus Punkt 2 der Induktionsannahme
folgt {4 C I} und ly C 15, und aus Punkt 3 der Induktionsannahme folgt

O\ (kU \h)) =15\ (k2 U (I3 )\ I2)).

Lemma 4.4.2. Fir i=1,2 gilt I/ \ (k; U (;\ L)) =1 \ ki

Beweis:

#C¢ Seix e L\ (kiU(;\1;)). Dann ist z € I} und = & k; U (I \ l;),
also x € I\ l;, also x € l;. © & k;, also z € [; \ k;.

w2“ Sei x € l; \ k;. Dann ist z € [;, also x € I, und = € I} \ I;.
AuBerdem ist x & k;, also x & (k;U(IJ\;)), also z € I\ (k;U(I\;)).
O

Folglich ist ll \ kl = lQ \ /{32.

Fall 9: © = (¢) fiir eine PRS-Bedingung ¢, die keine PRS, Definitionsbedingung
oder math_td-Bedingung ist.

1. Aus Punkt 1 der Induktionsannahme fiir n < m folgt, dass der Formel
FF(O,A,k,l) hochstens ein Wert zugeordnet wird (nédmlich durch Punkt

12 der Definition). Den Formeln FB(©,A, k) und FP(©) wird kein Wert
zugeordnet.

2. Man nehme an, dass FF(0, A, k,l) definiert ist. Dann ist wegen Punkt 12
der Definition [ = k£ und somit k£ C [.

3. Man nehme an, dass FF(©,A,ky,l1) und FF(O,A, ko, l2) definiert sind.
Dann ist wegen Punkt 12 der Definition I3 \ k1 = ls \ k2 = 0.
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Fall 10: © = (¢) + X fiir eine PRS-Bedingung ¢, die keine PRS, Definitions-
bedingung oder math_id-Bedingung ist.

1. Aus Punkt 1 der Induktionsannahme fiir n < m folgt, dass der Formel
FF(©,A,k,l) hochstens ein Wert zugeordnet wird (ndmlich durch Punkt
13 der Definition). Den Formeln FB(©,A, k) und FP(©) wird kein Wert
zugeordnet.

2. Man nehme an, dass FF (0, A, k, 1) definiert ist. Da diese Formel nur iiber
Punkt 13 der Definition definiert sein kann, muss FF (X, A, k,) definiert
sein. Dann ist wegen Punkt 2 der Induktionsannahme & C .

3. Man nehme an, dass FF(O,A, ky,l1) und FF(©,A, ke, ls) definiert sind.
Weil diese nur iiber Punkt 13 definiert sein kénnen, miissen FF'(X, A, k1,11)
und FF (X, A, ko, l2) definiert sein. Aus Punkt 3 der Induktionsannahme
folgt dann 1 \ k1 = l2 \ ko.

Fall 11: © ist eine PRS.

1. Aus Punkt 1 der Induktionsannahme fiir n < m folgt, dass der Formel
FP(©) hochstens ein Wert zugeordnet wird (ndmlich durch Punkt 15 der

Definition). Den Formeln FB(O,A,k) und FF(O,A,k,1) wird kein Wert
zugeordnet.

2. Trivial.

3. Trivial.

Fall 12: © hat eine Form, die nicht durch Félle 1-11 abgedeckt ist.
Dann ist kein Formelbild fiir © definiert, und die Induktionsannahme ist trivia-

lerweise war. O

Nachdem wir jetzt die Wohldefiniertheit des Formelbildes gezeigt haben, miis-
sen wir noch zeigen, dass jede wohlgeformte PRS ein Formelbild hat, und dass
dieses Formelbild ein Satz der Formelsprache ist. Dafiir benttigen wir das folgende
Lemma:

Lemma 4.4.3. Sei B eine PRS und c¢; eine PRS-Bedingung. Seien A, k,l par-
tielle Funktionen.

Sei P(©,A, k) die Aussage, dass

1. fir jede Sub-PRS C wvon © wund jede Bedingung ¢ € Yo der Form
math_id(d,m) m € Mc gilt,
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2. fiir jede Bedingung ¢ der Form math_id(d,m), die in einer Sub-PRS von
O vorkommt, d & Def(k) gilt und es keine von ¢ aus indirekt zugdngliche
Bedingung der Form math_id(d, m') gibt,

3. fiir jede Bedingung ¢ der Form math_id(d, m) und jede Variable x € frei(m)
entweder x € Bild(k) oder es eine von ¢ aus indirekt zuginglich Bedingung
der Form math_id(d',z) gibt,

4. fiir jedes m € Bild(k) frei(m) C Bild(k) gilt,

5. fiir jede Bedingung der Form holds(d), die in einer Sub-PRS von © wor-
kommt und von der aus keine Bedingung der Form math_id(d, ) fir eine
Formel ¢ indirekt zugdinglich ist, k(d) definiert ist und eine Formel ist,

6. fir jede Bedingung c der Form p(dy,...,d,), die in einer Sub-PRS von ©
vorkommt, k(d;) keine Formel ist und keine Bedingung der Form
math_id(d;, p) von ¢ aus indirekt zuginglich ist (fir 1 < i < n und fir
eine Formel @), und

7. fir jedes ¢ € Bild(A), free(p)\ {d; :i € N} C Bild(k).
Sei Q(B, k,l) die Aussage, dass k C 1 und I\ k = {(d,m) : math_id(d,m) € ¥p}.

1. Wenn P(B,Ak) und Q(B, k,l) gelten, dann ist FF(Xp, A, k,l) definiert,
und

frei( FF(Sp, Ak, 1)\ {6 : i € N} C Bild(l). (4.4)

2. Wenn c1 keine PRS, Definitionsbedingung oder math_id-Bedingung ist und
P(c1, Ak) gilt, dann ist FB(c1, A, k) definiert, und

frei(FB(c1, A, k) \ {0; : i € N} C Bild(k). (4.5)

Beweis

Der Beweis verlauft tiber eine simultane Induktion iiber die Komplexitit von X5
und c;.

Induktionsanfang

Angenommen K(Xp) = K(c¢1) = 0. Dann ist Xp = (), und ¢ ist eine Bedingung
der Form holds(d), p(di,...,dy), math_id(d,m) oder contradiction. Dann ist
FF(Xp,Ak,l) wegen Punkt 14 der Formelbilddefinition definiert und gleich T.
Somit ist frei( FF(Xp, Ak, 1)) = 0, woraus 4.4 folgt.

Nun nehme man an, dass ¢; keine PRS, Definitionsbedingung oder math _id-
Bedingung ist und P(c1, A, k) gilt.
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Wenn ¢; die Form holds(d) hat, dann folgt aus Punkt 5 von P(c1, A, k), dass
k(d) definiert ist und eine Formel ¢ ist, so dass nach Punkt 1 der Formelbild-
definition FB(c1, A, k) definiert und gleich A(y) ist. Da ¢ € Bild(k), folgt aus
Punkt 4, dass free(yp) C Bild(k). Aus Punkt 7 und der Definition von A folgt
dann, dass A(p) C Bild(k), woraus 4.5 folgt..

Wenn ¢; die Form p(dy,...,d,) hat, dann folgt aus Punkt 6 von P(c1, A, k),
dass k(d;) fiir 1 < i < n keine Formel ist. Aus Punkt 2 der Formelbilddefinition
folgt dann, dass FB(c1, A, k) definiert ist und gleich A(p(k(dy), ..., k(dy))) ist.
Sei © € frei(FB(c1,A,k))\ {d : i € N}. Dann kommt z in einem E(dz) vor (fiir
ein 4 mit 1 < 4 < n). Da x nicht von der Form ¢; ist, ist %(dz) nicht von der
Form 4, so dass k(d;) = k(d;). Da k(d;) keine Formel ist, ist es ein Term, so dass
x € frei(k(d;)). Aus Punkt 4 folgt dann, dass z € Bild(k). Somit gilt 4.5.

Wenn ¢; die Form contradiction hat, dann folgt aus Punkt 3 der Formelbild-
definition, dass F'B(c1, A, k) definiert und gleich L ist, womit trivialerweise auch
45 gilt.

Induktionsschritt

Man nehme an, dass K(B) = K(c1) =n > 0, und dass die Aussage des Lemmas
fiir alle PRSen und Bedingungen mit einer niedrigeren Komplexitat als n gilt.

1. Angenommen P (B, A, k) und Q(B,k,l) gelten. Wir zeigen jetzt fiir die ver-
schiedenen Formen, die ¥ 5 annehmen kann, dass FF (X, A, k, 1) definiert ist und
4.4 gilt. (In den unten aufgefithrten Fillen soll ¥ immer eine nicht-leere Folge von
PRS-Bedingungen bezeichnen.)

Fall 1: ¥p = (math_id(d,m)).

Aus Q(B, k, 1) folgt, dass | = kU{(d, m)}. Somit folgt aus Punkt 6 der Formelbild-
definition, dass FF(Xp, A, k,l) definiert und gleich T ist, woraus trivialerweise
auch 4.4 folgt.

Fall 2: ¥ = (math_id(d,m)) + X.

Sei B’ die PRS, die dieselben Diskursreferenten und mathematischen Referenten
wie B hat, und die ¥ als Bedingungsliste hat. Dann folgt aus Q(B, k, [) und Punkt
2von P(B, A, k), dass Q(B’, kU{d, m)},1) gilt. AuBerdem kann leicht gezeigt wer-
den, dass aus P(B,A,k) P(B', A, kU{d, m)}) folgt. Aus der Induktionsannahme
folgt dann, dass FF(X, A, kU{(d,m)},l) definiert ist, und dass

frei(FF(S, A kU {(d,m)}, 1))\ {; : i € N} C Bild(l).

Somit folgt aus Punkt 7 der Formelbilddefinition, dass F'F(Xp, A, k,l) defi-
niert und gleich FF(X, A, kU {(d,m)},!) ist, woraus wir 4.4 schlieBen kénnen.
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Fall 3: ¥p = (C := D).

Aus Q(B, k, 1) folgt, dass | = k. Somit folgt aus Punkt 8 der Formelbilddefinition,
dass FF(Xp,A,k,l) definiert und gleich T ist, woraus trivialerweise auch 4.4
folgt.

Fall 4: ¥p = (C:= D)+ X.
Sei k' := kU {(d,m) : math_id(d,m) € X¢}. Dann gilt Q(C,k,k’). Da C eine
Sub-PRS von B ist, ldsst sich leicht zeigen, dass aus P(B, A, k) P(C, A, k) folgt.
Somit folgt aus der Induktionsannahme, dass FF(Xc, A, k, k') definiert ist.

Sei Bp die PRS, die keine Diskursreferenten oder mathematischen Referen-
ten hat, und die nur D als Bedingung hat. Trivialerweise gilt Q(A, k', k). Da D
eine Sub-PRS von B ist, und die einzigen math_id-Bedingungen, die von Bedin-

gungen in D aus indirekt zugénglich sind ohne selber in D zu sein die math_id-
Bedingungen in C' sind, deren Zuordnungen in k' gegeben sind, ldsst sich leicht
zeigen, dass aus P(B, A, k) P(Bp, A, k') folgt. Somit folgt aus der Induktionsan-
nahme, dass FF((D), A, k', k") definiert ist, und dass

frei( FF((DY, A, k', k') \ {6; : i € N} C Bild(K'). (4.6)

Aufgrund der Einschrankungen der Definitionsbedingungen in Definition 3.1.2
wissen wir, dass entweder C' := D eine Formel R(z1,...,x,,) definiert, oder
C' := D einen Préadikator-Ausdruck p(dy, ..., d,,) mittels a1, ..., a,, definiert. Im
ersten Fall setzen wir P := R. Im zweiten Fall setzen wir P := p und z; := §(«;)
fiir 1 <7 < m. In beiden Fillen folgt aus Definition 3.1.2, dass

{m : es gibt ein d, so dass math_id(d,m) € X¢c} C {z1,...,Tm}-
Somit folgt aus 4.6 und der Definition von &, dass
freiAzy. ... Az . FE((D), A,k K))\ {6; : i € N} C Bild(k). (4.7)

Sei A" := AU{(P, \ey.... \x1. FF((D), Ak, k")) }, und sei B’ die PRS, die
dieselben Diskursreferenten und mathematischen Referenten wie B hat, und die
Y. als Bedingungsliste hat. Aus Q(B, k, () folgt dann Q(B’, k,1). Auerdem kann
leicht gezeigt werden, dass P(B’, A’ k) aus P(B,A,k) und 4.7 folgt. Aus der
Induktionsannahme folgt dann, dass FF(X, A’ k,1) definiert ist, und dass

frei(FF(S, Ak, 1))\ {8 : i € N} C Bild(l).

Somit folgt aus Punkt 9 der Formelbilddefinition, dass FF(Xp, A, k,[) defi-
niert und gleich FF(X, A’  k, 1) ist, womit auch 4.4 gilt.

Fall 5: S5 = (C).
Sei I := kU {(d,m) : math_id(d,m) € X¢}. Dann gilt Q(C,k,l'). Da C eine
Sub-PRS von B ist, lisst sich leicht zeigen, dass P(C, A, k) aus P(B, A, k) folgt.
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Somit folgt aus der Induktionsannahme, dass FF(X¢, A, k,l’) definiert ist, und
dass
frei( FF (3o, Ak, 1)\ {6; : i € N} C Bild(l"). (4.8)

Somit folgt aus Punkt 10 der Formelbilddefinition, dass FF(Xp, A, k, 1) defi-
niert und gleich 3X¢c p FF(Xc, A, k1) ist.

Sei x € Bild(l')\ Bild(k). Dann ist eine Bedingung der Form math_id(d, z) in
Y¢. Aus Punkt 1 von P(B, A, k) folgt damit, dass x € M¢. Aus Definition 4.2.3
folgt dann = € Z¢, also x € X¢ . Somit ist Bild(l') \ Bild(k) € X¢ . Hiermit
konnen wir 4.4 aus 4.8 schlieflen.

Fall 6: £ = (C) + X
Sei I := LU {(d,m) : math_id(d,m) € Y¢}. Aus Punkt 2 von P(B,A,k) folgt,
dass jedes (d,m), fir das math_id(d,m) € 3¢ gilt, nicht in k, und somit auch
nicht in [ ist, so dass kN (' \ 1) = 0.

Aus der Definition von I’ folgt Q(C,1,1'). AuBerdem kann man zeigen, dass
P(C,A,l) aus P(B,A,k) folgt. Somit folgt aus der Induktionsannahme, dass
FF(Xc, A1) definiert ist, und dass

frei( FF(Sc, A, 1LU))\ {6 : i € N} C Bild(l'). (4.9)

Sei B’ die PRS, die dieselben Diskursreferenten und mathematischen Refe-
renten wie B hat, und die ¥ als Bedingungsliste hat. Da kN (I' \ 1) = 0, lasst
sich leicht zeigen, dass I" \ (kU (I’ \1)) = I\ k, so dass Q(B',kU (I' \ ),l")
gilt. Da die einzigen math_id-Bedingungen, die von Bedingungen in ¥ aus in-
direkt zugénglich sind ohne selber in X zu sein die math_id-Bedingungen in C
sind, deren Zuordnungen in I’ \ | gegeben sind, ldsst sich leicht zeigen, dass aus
P(B,Ak) P(B',AkU (' \ 1)) folgt. Somit folgt aus der Induktionsannahme,
dass FF(X, A kU (I’ \1),I') definiert ist, und dass

frei(FF(S, A kU ('\D),7)\ {8 : i € N} C Bild(l'). (4.10)

Somit ist aufgrund von Punkt 11 der Formelbilddefinition FF(Xp, A, k,l)
definiert und gleich 3X¢cy(FF(Xc, A LU) AN FF(3, Ak U (I \ 1),I)). Analog
zum letzten Fall ldsst sich zeigen, dass Bild(l') \ Bild(k) € X¢ . Damit folgt 4.4
aus 4.9 und 4.10.

Fall 7: ¥p = (¢) fiir eine PRS-Bedingung ¢, die keine PRS, Definitionsbedingung
oder math_id-Bedingung ist.

Es ldsst sich leicht zeigen, dass P(B’, A, k) aus P(B,A, k) folgt. Somit ist auf-
grund der Induktionsannahme F'B(c, A, k) definiert, und

frei( FB(c1, A, k) \ {0; : i € N} C Bild(k). (4.11)

Nach Punkt 11 der Formelbilddefinitionen ist FF(Xp, A, k, 1) definiert und
gleich F'B(c, A, k). Aus 4.11 folgt dann 4.4.
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Fall 8: ¥p = (¢) + ¥ fiir eine PRS-Bedingung ¢, die keine PRS, Definitions-
bedingung oder math_id-Bedingung ist.

Sei B’ die PRS, die dieselben Diskursreferenten und mathematischen Referenten
wie B hat, und die ¥ als Bedingungsliste hat. Aus Q(B,k,[) folgt Q(B’,k,1).
Es ldsst sich leicht zeigen, dass aus P(B, A, k) P(c, A, k) und P(B’, A, k) folgen.
Somit sind aufgrund der Induktionsannahme FB(c, A, k) und FF(X, A, k,1) de-
finiert, und

frei( FF(Sp, Ak, D)\ {8 :i e N} C Bild(l), (4.12)
frei(FB(cy, A, k) \ {6; i € N} C  Bild(k). (4.13)

Nach Punkt 12 der Formelbilddefinitionen ist FF(Xp, A, k,l) definiert und
gleich (FB(c, A k) N FF(X,A,k,1)). Aus 4.12 und 4.13 folgt dann 4.4.

2. Man nehme an, dass c; keine PRS, Definitionsbedingung oder math_id-Bedingung
ist, und dass P(ci, A, k) gilt. Da K(c1) > 0, ist ¢; nicht von der Form holds(d),
p(dy,...,dy) oder contradiction. Somit ist ¢; von der Form —B oder B = C.
Wir zeigen jetzt fiir diese beiden Félle, dass FB(c1, A, k) definiert ist und 4.5
gilt:

Fall 1: ¢; = —=B.
Sei B’ definiert durch ¥ g := (B), Dgr := () und Mp: := (.

Da K(~B) = K(B) + 3 und K(B') = K((B)) +1 = K(B) + 2 ist, ist
K(B') < K(—B), so dass die Induktionsannahme fiir B” gilt. Trivialerweise gilt
Q(B', k, k). AuBerdem kann leicht gezeigt werden, dass P(B’, A, k) aus P(c1, A, k)
folgt. Somit ist ist FFF((B), A, k, k) definiert, und

frei( FF((B), A, k, k) \ {0; - i € N} C Bild(k). (4.14)

Damit ist nach Punkt 4 der Formelbilddefinition F'B(c1, A, k) definiert und
gleich =FF((B), A, k, k). Aus 4.14 folgt dann 4.5.

Fall 2: ¢ = B = C.
Sei C definiert durch ¢ := (C), Dor := () und Mg := 0.

Sei | := kU {(d,m) : math_id(d,m) € Xp}. Dann gelten Q(B,k,!) und
Q(C’,1,1). Es kann leicht gezeigt werden, dass P(B, A, k) aus P(c1, A, k) folgt.
Da C eine Sub-PRS von ¢; ist, und die einzigen math_itd-Bedingungen, die von

Bedingungen in C' aus indirekt zuginglich sind ohne selber in C zu sein die
math_id-Bedingungen in B sind, deren Zuordnungen in [ gegeben sind, lésst sich
auBerdem leicht zeigen, dass P(C’, A,l) aus P(c1, A, k) folgt. Somit folgt aus der
Induktionsannahme, dass FF(Xp, A, k,l) und FF((C),A,l,1) definiert sind, und
dass

frei( FF(Sp, A k,D)\ {6 :i e N} C  Bild(l), (4.15)
frei( FF((C), A L)\ {6;: i € N} € Bild(l). (4.16)
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Aus Punkt 5 der Formelbilddefinition folgt dann, dass F' B(c1, A, k) definiert
und gleich VXp (FF(Xp, A, k1) — FF((C),A,l,1)) ist.

Sei x € Bild(l) \ Bild(k). Dann ist eine Bedingung der Form math_id(d, x) in
Y 5. Aus Punkt 1 von P(c1, A, k) folgt damit, dass © € M¢. Aus Definition 4.2.3
folgt dann x € Zp, also x € Xp;. Somit ist Bild(l) \ Bild(k) C Xp,;. Hiermit
konnen wir 4.5 aus 4.15 und 4.16 schlieflen. ([l

Theorem 4.4.4. Fiir jede wohlgeformte PRS B ist FP(B) definiert und ist ein
Satz der Formelsprache.

Beweis

Man nehme an, dass B eine wohlgeformte PRS ist. Sei B’ definiert durch X g/ :=
<B>,DB/ = @ und MB/ = @

Dann gilt Q(B’,0,0). Aus der Tatsache, dass B wohlgeformt ist, folgt aufler-
dem P(B',0,0,0) (Punkte 4 und 7 von P(B’,0,0,0) sind trivial; Punkte 1, 2, 3,
5 und 6 von P(B’,(,0,0) folgen jeweils aus den Punkten 2, 3, 4, 5 und 6 von
Definition 4.0.1). Somit folgt aus Lemma 4.4.3, dass FF((B),0,0,0) definiert ist,
und dass

frei( FF((B),0,0,0))\ {0; : i € N} = 0. (4.17)

Aus Punkt 15 der Formelbilddefinition folgt dann, dass F'B(B) definiert und
gleich FF((B),0,0,0) ist. Um zu beweisen, dass FB(B) ein Satz ist, muss nur
noch gezeigt werden, dass F'B(B) keine freien Variablen der Form §; enthilt:

Die einzige Art, wie eine Variable der Form §; in dem Formelbild F'B(B)
auftauchen kann, ist durch Punkt 2 der Formelbilddefinition. Das heifit, dass ein
Schritt der Berechnung des Formelbildes F'B(B) die Berechnung eines Formel-
bildes der Form FB(p(di,...,d,),A, k) ist, und dass dabei d; ¢ Def (k) fiir ein
i mit 1 <4 <n gilt. In diesem Falle erscheint g, in FB(p(dy,...,dy), A, k) und
damit in FB(B). Jetzt muss nur noch gezeigt werden, dass dieses Vorkommnis
von dg, gebunden ist.

Aus Punkt 1 von Definition 4.0.1 folgt, dass d; von p(di,...,d,) aus zuging-
lich ist, also dass es eine von p(di,...,d,) aus zugéingliche PRS C mit d; € D¢
gibt. Da C eine Sub-PRS von B ist, ist entweder die Berechnung eines For-
melbildes der Form FF((C),A’,l,1) oder die Berechnung eines Formelbildes der
Form FF((C) + X,A’,k',l) (fiir eine nicht-leere Folge ¥) zur Berechnung von
FB(B) notwendig. Im ersten Falle folgt aus Punkt 10 der Formelbilddefinition,
dass es ein I’ gibt, so dass FF((C),A’,[,l) = 3Xcy FF(Xc, A',1,1'). Im zweiten
Fall folgt aus Punkt 11 der Formelbilddefinition, dass FF((C) + 3, A" k',1) =
Xy (FF(So, A LYY AFFS, ALK U\, 1))

Da p(di,...,d,) € X¢ ist, ist in beiden Fillen die Berechnung von
FB(p(di,...,d,),A k) Teil der Berechnung von FF(Xc, A’ 1,1"), womit auch
das oben erwéhnte Vorkommnis der Variable d4, im Skopus von 31X ist. Bei
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der Berechnung eines Formelbildes wird die Funktion, die die Informationen der
math_id-Bedingungen speichert, nur erweitert oder konstant gelassen, aber nie
beschrinkt. Somit gilt & C [, und hiermit d; ¢ Def(l). Da d; € D¢, folgt aus
Definition 4.2.3, dass dq4, € Yo; € X, Somit ist das erwéhnte Vorkommnis von
04, gebunden. O






Kapitel 5

Aquivalenz einer PRS und ihres
Formelbildes

Nachdem wir nun gezeigt haben, dass fiir jede wohlgeformte PRS ein eindeutiges
Formelbild definiert ist, zeigen wir in diesem Kapitel, dass jede wohlgeformte
PRS zu ihrem Formelbild dquivalent ist, und somit das Formelbild eine korrekte
Ubersetzung der PRS ist. Aquivalenz heifit hier im Wesentlichen, dass die PRS
und ihr Formelbild von genau denselben Strukturen erfiillt werden. Die genaue
Formulierung von dieser Aquivalenzbeziehung findet sich in Theorem 5.2.2.

5.1 Hilfskonstruktionen

Fiir den Beweis dieser Aquivalenz brauchen wir einige Hilfskonstruktionen, die in
diesem Abschnitt eingefiihrt werden.

Wie im vorigen Kapitel bezeichnen auch in diesem Kapitel k£ und ! Funktio-
nen, die die Informationen aus math_id-Beziehungen speichern, also Funktionen,
die Diskursreferenten Formeln und Terme zuordnen. Die Funktionen 4, jg, . . ., ji,
die in der Definition der PRS-Semantik (3.2.9) verwendet werden, ordnen den
Diskursreferenten allerdings nicht Formeln und Terme zu, sondern Formeln und
Objekte des Universums. Wenn eine Teilbelegung o gegeben ist, kénnen wir jeder
Funktion der ersten Art eine Funktion der zweiten Art zuordnen:

Definition 5.1.1. Sei d eine Diskursreferent und & eine Funktion von Diskurs-
referenten nach L-Formeln und L-Termen. Sei o eine Teilbelegung.

o (d) = k(d) wenn k(d) eine Formel ist
. d(k(d)) wenn k(d) ein Term ist

49



50 KAPITEL 5. AQUIVALENZ EINER PRS UND IHRES FORMELBILDES

ks ordnet wie i, jo,...,J; aus 3.2.9 den Diskursreferenten Formeln und Ob-
jekte des Universums zu.

Ein Formelbild einer PRS-Bedingung oder einer Folge von PRS-Bedingungen
kann freie Variablen enthalten. Wenn wir die Korrektheit dieser Formelbilder
tiberpriifen, reicht es also nicht aus, Strukturen in Betracht zu ziehen, sondern es
miissen auch Teilbelegungen fiir die freien Variablen des Formelbildes betrachtet
werden. Dabei ist es sinnvoll, zwischen den Variablen von L und den Variablen der
Form §; zu unterscheiden. Die Teilbelegung auf den Variablen von L bezeichnen
wir mit o; die Teilbelegung auf den Variablen der Form §; bezeichnen wir mit ¢;
somit bezeichnet ¢ U ¢ die Teilbelegung auf allen Variablen des Formelbildes.

In Punkt 2 der Formelbilddefinition (4.2.5) wird die Erweiterung k von k
verwendet, die jedem Diskursreferenten d, fiir den k(d) nicht definiert ist, dg
zuordnet. Mittels einer Teilbelegung ¢, die den Variablen der Form §4 fiir d ¢
Def (k) Elemente des Universums zuordnet, kénnen wir eine Verbindung zwischen
% und ko, herstellen:

Lemma 5.1.1. Sei d ein Diskursreferent, sei k eine Funktion von Diskursrefe-
renten nach L-Termen und L-Formeln, und sei v eine Funktion, so dass Def(1) C
{6, : n € N}, und so dass entweder k(d) ein L-Term ist und 64 ¢ Def(i), oder
d & Def(k) und 64 € Def(r). Sei o eine Teilbelegung auf den Variablen, die in

Termen in Bild(k) vorkommen. Dann gilt ¢ Uu(k(d)) = (ko U (¢ 00))(d) (und
beide Seiten der Gleichung sind wohldefiniert).

Beweis:

Fall 1: k(d) ist ein L-Term ¢ und dq € Def(:). Dann ist k(d) = ¢ und
m(%(d)) = d(t) (dies ist wohldefiniert, da ¢ nur auf Variablen der
Form §,, definiert ist, und solche Variablen nicht im L-Term ¢ vor-
kommen konnen). §(d) = 64 und ¢ ist nicht auf d(d) definiert. Somit
ist (¢ 00) nicht auf d definiert. Daher ist (k, U (¢t 09))(d) wohldefiniert
und gleich k,(d) = a(k(d)) = a(t).

Fall 2: d ¢ Def(k) und 04 € Def(t). Da k(d) nicht definiert ist, ist
k(d) = 84. Da o auf 84 nicht definiert ist, ist o U1(64) = (o U 1)(5q)
wohldefiniert und gleich ¢(d4). Aus d ¢ Def(k) folgt auch, dass k,
nicht auf d definiert ist, so dass (ks U (¢ 0 §))(d) wohldefiniert und
gleich (¢ 06)(d) = 1(04) ist. O

Definition 5.1.2. Am Anfang von Abschnitt 4.2 wurde L’ als eine Erweiterung
von L definiert, die fiir jeden Pridikator in A um ein neues Relationszeichen
erweitert wurde. Dabei haben wir der Einfachheit halber die neuen Relationszei-
chen von L’ mit den Pridikatoren in A gleichgesetzt. Dies bedeutet, dass jede
(L, A)-Struktur 2 = (U, ) auch als L'-Struktur angesehen werden kann. Um
klar zu machen, dass wir 2 als L’-Struktur und nicht als (L, A)-Struktur meinen,
schreiben wir 2’ anstatt 2A.
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Definition 5.1.3. Sei © ein PRS-Gebilde. Dann ist D(0) die Menge aller Dis-
kursreferenten, die von Sub-PRSen von © eingefiihrt werden, also

D(©) = U{DB : B ist eine Sub-PRS von O}.

Definition 5.1.4. Sei A = (U, 3) eine (L, A)-Struktur. Sei R ein n-stelliges Rela-
tionszeichen, das kein Relationszeichen von L ist, oder ein n-stelliger Pradikator,
der nicht in A ist. Sei A C U™. Dann definieren wir

A (R, A) = (U, BU (R, A)).

H&ufig miissen wir uns auf die Variablen der Form §; in einem Formelbild
beziehen, was uns die folgende Definition erméglicht:

Definition 5.1.5. Sei k eine Funktion von Diskursreferenten nach Termen, und
sei A eine Funktion von Relationszeichen nach Lambda-Ausdriicken.

Sei ¢ eine PRS-Bedingung. Dann bezeichnet £(c, k, A) die Menge aller freien
Variablen der Form 6, in F'B(c, A, k).

Sei © eine nicht-leere Folge von PRS-Bedingungen. Sei [ die Funktion, fiir die
FF(O,A,l k) definiert ist (dass [ eindeutig ist, ldsst sich leicht aus den Punkten
2 und 3 von Lemma 4.4.1 ableiten). Dann bezeichnet £(0©, k, A) die Menge aller
freien Variablen der Form ¢, in FF(©,A,l k).

5.2 Aquivalenzbeweis

In Lemma 5.2.1 zeigen wir die Aquivalenz von PRS-Bedingungen und Folgen von
PRS-Bedingungen zu ihren Formelbildern. Daraus lésst sich dann leicht Theorem
5.2.2 ableiten, in dem die Aquivalenz zwischen PRSen und ihren Formelbildern
gezeigt wird.

Lemma 5.2.1. Sei © entweder eine wohlgeformte PRS-Bedingung, die nicht
PRS, Definitionsbedingung oder math_id-Bedingung ist, oder eine wohlgeformte
Folge von PRS-Bedingungen.

Seien k und l partielle Funktionen von Diskursreferenten nach L-Termen und
L-Formeln, so dass Def(k) N D(©) = 0 und FB(O,A,k) oder FF(O,A,l k)
definiert ist.

Sei A eine (L, A)-Struktur und o eine Teilbeleqgung auf den Variablen, die in
Termen in Bild(k) vorkommen.

Sei A eine partielle Funktion, die einigen der Relationszeichen und Pridika-
toren von A Lambda-Ausdriicke zuordnet.

Sei v eine Funktion, so dass

o £(0,k,A) C Def(r) C {6, :n €N},
e Def(tod)N(Def(k)uD(©)) =0,
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e Bild(c) C 2.
Es sei gegeben, dass fiir alle R € Def(A)
Ql/,U Ue ): V:L’l, ce ,l"R|(R(IL‘1, e ,ZL'|R‘) A A(R)(l’l) e (:L"R|)) (5.1)

1. Wenn © eine PRS-Bedingung ist, die nicht PRS, Definitionsbedingung oder
math_id-Bedingung ist, dann gilt

W, oULlEFB(O,Ak) s [k, U(106),0], [, ke U(tod), 0] =0O.

2. Wenn © eine Folge von PRS-Bedingungen der Ldnge n ist, dann gilt
W oUL E FF(O,A)lk) genau dann, wenn es Aq,..., 2, J1,- -, jn,
Ty ..., Tn gibt, so dass [Ug—1, jg—1,Tq—1), [Aq: g, Tq) = O(q) fiir 1 < g < n,
wobei Ay := A, 79 := 0 und jo := ks U (L09).

Beweis

Der Beweis verfolgt iiber eine Induktion iiber die Komplexitéit von ©. Man neh-
me an, dass ©,k,[,2,0,A und ¢ gegeben sind und die Annahmen des Lemmas
erfiillen. (5.2)

Induktionsanfang

© = holds(d):

A 0UL = FB(holds(d), A, k)

& A oULE Ak(d))

< WA oUL = k(d) (wegen 5.1)

S WA oULE (ks U(106))(d), da k(d) = ko(d) = (ks U (106))(d) (weil k(d) eine
Formel ist, da FB(holds(d), A, k) definiert ist)

< A o= (ks U (L06))(d) (da ¢ nur auf Variablen der Form 6,, definert ist, und
(ks U(100))(d) = k(d) eine Formel von L ist, und somit keine Variable der Form
Oy, enthélt)

& A ks U(t0d),0],[A, ks U(o0d), o] E holds(d) (Punkt 4 von Definition 3.2.9)

S} :p(dl, cee ,dn):

A, oUtE FB(p(dy,...,dy),Ak)

& W, oUL Apk(d),. - k(dn)))

Ao U= p(k(dy), .../ k(dy)) wegen 5.1

& U)oU) € X(p)

< (cUu(k(dy))...,0Uw(k(dn)))) € A(p) wegen Definition 5.1.2

& (keU(100))(d1), . . ., ke U(L0d))(dy)) € 2A(p) wegen Lemma 5.1.1 (die Bedingung
von diesem Lemma ist erfiillt, da Def(t) C {0y : n € N} und da aus £(0,k,A) C
Def (1) und Def(r0d) N Def(k) = folgt, dass fiir alle d € {d,...,d,} ¢ genau
dann auf 0, definiert ist, wenn k nicht auf d definiert ist)
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< [ ke U(Lod), o], [k, U(tod), o] Epldy,...,d,)

© = contradiction: Trivial.

Induktionsschritt

> bezeichnet bei jedem der Fille eine Folge von PRS-Bedingungen der Linge
n > 0.

0 =-B:

A, 00Ut = FB(-B,Ak)

s W, oULlE FF((B), Ak, k)

< es gibt keine B, j, 7, so dass [, k, U (¢ 00),0],[B,j,7] &= B (Punkt 2 der
Induktionsannahme)

< (A, k,U(L0d), 0], [, ks U(L0d), o] = =B (Punkt 5 von Definition 3.2.9; fiir ,,<*
beachte man, dass B sowieso gleich  sein muss, um [, k,U(c0d), 0], [B, j, 7] = B
zu erfiillen).

©=B=_C:

A, oUil= FB(B = C,A,k)

< es gibt ein [, so dass A, 0 Ut = VX (FF(Xp,A k1) — FF((C),A,11l))

& es gibt ein [, so dass fiir jedes 7 O o Ut mit Def(r) = Def(oc Ut) U Xp,
A 7= (FF(Xp,A k1) — FF((C),A,l,1))

< es gibt ein [, so dass FF(Xp,A,k,l) definiert ist, und so dass fiir jedes
n: Yg; — |A| und jedes 7 DO o, fiir welche Def(r') = Def(o) U Zp und
A7 U(Un) E FF(ER,A k) gilt, A/, 77U (tUn) E FF{C),A,l,l) (hier
wurde das 7 vom vorherigen Schritt von seinem ¢-Teil bereinigt und dann in ein
7' und ein 7 aufgeteilt).

< es gibt ein [, so dass FF(Xp, A, k,l) definiert ist, und so dass es fiir jedes
n:Yp; — || und jedes 7" O o mit den Eigenschaften

e Def(r') = Def(o)U Zp

e es gibt Ay,..., A, J1,--oyJms Tis.-.,Tm, so dass [Ag_1,jq—1,Tg—1],
[y, Jq:Tq) E Xp(g) fur 1 < ¢ < m (wobei n := Linge(Xp) und 2y := A,
70 := 7 und jo := L U ((tUn) o))

7+ und j* gibt, so dass [, U ((tUn) o), 7], [, j*, 7] = C. Hierbei wurde
Punkt 2 der Induktionsannahme zweimal angewendet, einmal fiir ,,0“= ¥ p und
einmal fiir ,,0“= (C). Fiir die erste Anwendung der Induktionsannahme miissen
wir zeigen, dass

1. £&(Xp,l,A) C Def(tUn) C {d, :n €N},

2. Def((tUn)od)N(Def(l)uD(Ep)) =0,
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3. Bild(tUn) C |.

Beweis:

1. Wegen 5.2 kénnen wir annehmen, dass (B = C,k,A) C Def(v)

C {6, :n € N}

Man nehme an, dass §; € &(Xp,l,A) ist. Dann ist ¢; €
frei( FF(Xp,Ak,1)). Da FB(B = C,Ak) gleich VXpg;
(FF(Sg, Ak, 1) — FF((C),A,1,1)) ist, ist & € frei FB(B =
C,A,k))oder §; € Xp ;. Im ersten Falleist 6; € {(B = C,k,A) C
Def(t), und somit §; € Def(tUn). Im zweiten Falle ist aufgrund
von Definition 4.2.3 6; € Yp; (da Zp keine Variablen der Form
d; enthélt), und somit 6; € Def(n) C Def(rUmn). Damit gilt
£(Sp,1,A) C Def(1Un).

Da Def(n) = Yp; C {0, : n € N}, ist Def(tUn) = Def(t) U
Def(n) C {0, :n € N}.

. Aufgrund von 5.2 gilt

Def(108) N (Def(k) UD(B = C)) = 0. (5.3)

Man nehme an, dass d € Def((tUn)od)N(Def(l)UD(Xg)) = 0.
Dann gibt es vier Moglichkeiten:

Fall 1: d € Def(106) und d € Def(l).

In diesem Falle folgt aus 5.3, dass d ¢ Def(k). Somit ist d €
Def(l)\ Def(k) C Dp C D(B = C), was 5.3 widerspricht.
Fall 2: d € Def(t0d) und D(Xp).

Da D(¥p) C D(B = (), ist dies ein Widerspruch zu 5.3.

Fall 3: d € Def(nod) und d € Def(l).

Def(n) =Yg, = {04 : d € Dp \ Def(l)}, womit Def(nod) =
Dgp \ Def(l). Widerspruch.

Fall 4: d € Def(nod) und D(Xp).

Da Def(nod) = D\ Def(l), ist d € Dg. Da d € D(Xp), ist
d € Dg fiir eine Sub-PRS C von X 5. Da B von C aus zugénglich
ist und d € Dp, ist d von C' aus zugénglich, was Punkt 7 von
4.0.1 widerspricht.

Da jeder der vier Fille zu einem Widerspruch gefithrt hat, ist

Def((tUn)od)N(Def(l)uD(Xg)) =0.

3. Trivial. O

Fiir die zweite Anwendung der Induktionsannahme miissen wir zeigen, dass

1. £((C),l,A) C Def(tUn) C {0, : n € N},
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2. Def((tUn)od) N (Def(l)UD(C))) =10,
3. Bild(tUn) C |2].

Dies ldsst sich auf dhnliche Weise zeigen wie die analoge Aussage bei der ersten
Anwendung der Induktionsannahme.

< es gibt ein [, so dass FF(Xp,A,k,l) definiert ist, und so dass es fiir jedes
n:Yp; — |2 und jedes 7" D o, fiir welche Def(7') = Def(o) U Zp ist und
[k, U (t04),0],[2, jo, 7] E B gilt, 7 und jx gibt, so dass [2,jo, 7], [, J *
x| | C (wobei jo := I U ((¢ Un) o d); fiir diesen Schritt wurde Punkt 1
von Definition 3.2.9 angewendet: es kann leicht gezeigt werden, dass ks U (¢ o
Ndr,...,dn)jo und ofv1,. .., vn,|7", wobei di, ..., d,, die Diskursreferenten von
B sind, und vy, ..., v,, die Variablenreferenten von B sind).

< fiir alle jo und 7/, fiir die [, ks U (1 04), 0], [, jo, 7] E B gilt, gibt es 7« und
J*, so dass [, jo, '], [, j * .7%] = C

Fiir diesen letzten Schritt gelten die beiden Richtungen des Bikondi-
tionals aus den folgenden Griinden:

»,<%“: Es gibt immer ein [, so dass FF(Xp, A, k, 1) definiert ist.

L= Firalle " > o, jo > k,U(100), so dass [, k,U(100), o], [, jo, T']
B gilt, ist Def(r") = Def(o) U Zp und gibt es ein 1 : Yg; — |2, so
dass jo die Form I» U ((¢ Un) o) hat (I ordnet jedem Diskursrefe-
rent d von B, fiir das es ein Term t gibt, so dass math_id(d,t) eine
Bedingung in B ist, den Term ¢ zu. jo muss jedem derartigen d 7/(t)
zuordnen, um die math_id-Bedingungen in B zu erfiillen. Somit gilt

7 C ]0)

© = (math_id(d,m)):

FF({math_id(d,m)),A,l,k) = T,sodass A, cUc = FF((math_id(d,m)), A, 1, k)
in jedem Falle gilt. Da FF((math_-id(d,m)),A,l, k) definiert ist, ist k = [ U
{(d,m)}.

Dadg € £(0,k, A) ist, ist (k,U(100))(d) = ky(d) = {

m wenn m eine Formel ist,

a(m) wenn m ein Term ist,
d.h. [, k,U(10d), 0], [, ks U(10d), 0] |E math_id(d, m). Somit gilt auch in jedem
Falle, dass es 2y, j; und 7 gibt, so dass [, k, U (t00),0],[1,j1,71] E O(1).

© = (math_id(d,m)) + X:

A ocUr = FF((math_id(d,m)) + ¥, A, 1, k)

s WA oUtEFFXE A LU{{d,m)}, k)

& es gibt Ao, .. Apy1, Jo,- ooy ntls T2, ..., Tnt1, SO dass [Q[q_l,jq_l,’i'q_l],
[y, dq: ) EX(g—1) fiir 2 < g <n+1, wobei Ay :=A, 7 := 0, j1 := ks U(L00)
(per Induktionsannahme)
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< €S glbt le, . ,an+1, jg, A ,jn+1, T2y...yTn+1, SO dass {qufl,jqflﬂ'q,l],
g, jg,Tg) EX(g—1) fiir 2 <qg<n+1 & =A1 = 0,51 := ke U(t00)),
und so dass [/, k, U (t06),0], [, ks U (100),0] E math_id(d,m) (denn (d,m) €
LU{(d,m)} C k)

& es gibt Aq, .., Aps1, Jis--osdntls T1h-o o Tngls S0 dass [Ag_1,jg—1, Tg—1],
[y, Jq: Tq) = O(q) fiir alle 1 < ¢ < n+1, wobei Ay := A, 19 := 0, jo := ks U (L00)
(,= trivial; ,,<=* gilt, weil eine math_id-Bedingung nie den Kontext dndert, und
somit [Ql(),jo,To] = [Qll,jl, 7'1] ist).

© = (C := D) und C := D definiert R(v1,...,v,,) mittels dy,...,dn,d:
W, ocU = FF((C:=D),A,l, k) gilt in jedem Falle. Aulerdem gilt

R, ky U(tod),0],[B,ksU(t0d), o] EC:=D

wobei B als

A X (R, {(x1,...,2m) € |A™: es gibt ja, 72, so dass
[Qlaj(ml,...,acm)aT(xl ..... acm)]> [Qlaj277_2] ): D}>

definiert wird, j(;,, . 4,,) eine Erweiterung von k,U(:00) auf die Diskursreferenten

m)
von C ist, so dass jiz,, . ) (d) = R(vi,...,vm) und jig, . .)(di) = z; fiir
1 <i<n,und 74, 4,) eine Erweiterung von o auf die Variablenreferenten von

C ist, so dass 7(y, . 4,y (vi) = x; fiir 1 <i <m.

Beweis:

Betrachte Punkt 7 von Definition 3.2.9. B ist eine Erweitrung von 2
auf das in C := D definierte Zeichen. Seien j; und 7 Funktionen, fiir
die

a) (ke U(tod))[d,di,...,dn]j
b) ofvi,...,vm]T1

c) [B,71,71], [B,j1,71] E ¢ fiir jede math_id-Bedingung ¢ in C

gilt. Zu zeigen ist nun folgendes: [B,k, U (v 06),0|,[B,751,71] E C
genau dann, wenn es ja, T2 gibt, so dass [, j1,71], [, j2, 2] E D.

»= Angenommen [B,k, U (v 0 §),0],[B,71,71] = C. Dann gilt
B, j1,71], B, j1,71] E mathid(d, R(vi,...,vy)) und [B,j1, 7],
[B, j1, 1] = holds(d), also j1(d) = R(vi,...,vm) und B, 71 = j1(d)
(Punkte 3 und 4 von Definition 3.2.9). Folglich gilt B, 7 |
R(vi,...,vm). Aus der Definition von B folgt dann, dass es jo, 7
gibt, so dass [Ql7j(71(v1),...,7'1(vm))7 7—(7'1(111),...,7'1(vm))]> [Q[aj277—2] = D. Per
definitionem gﬂt j(‘rl(v1)7--.,‘rl(vm)) = jl und T(r1(v1)yeeym1(vm)) = Ty SO
dass [Q[,jl,Tl], [Ql,jg, 7'2] lz D
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»<“: Man nehme an, dass es ja, 7o gibt, so dass [, j1, 71], [, j2, 2] E
D. Dann gilt [Q[’j(Tl('Ul)r--le('UM))’T(Tl(vl)v---le(Um))]’ [, j2, 2] = D, wor-
aus aufgrund der Definition von B folgt, dass B, 7 = R(v1, ..., Um).
Zusammen mit Annahme c¢) ldsst sich daraus folgern, dass
[B,k, U (t0d),0],[B,51,71] = C.

© = (C:= D)+ X und C := D definiert R(v1,...,v,) mittels dy,...,dp,d:
B wird wie im vorherigen Fall definiert. Wir beweisen die beiden Richtungen des

zu beweisenden Bikonditional getrennt:

="

WA, ok FF(C:=D)+% Alk)

= B o E FF(X,ALE) fir A" := AU {(R, \vp,.... \u1. FF((D), A K k') },
wobei k' so gewéhlt ist, dass ¥ # (), FF (3¢, A, k, k') definiert ist.

=esgibt Aq, ..., A0, J1, -, Jms Tl - -+ s Ty SO dass g1, Jg—1, Tg—1], g, Jg. Tg] =
X(q) fir 1 < g < n (wobei %y := B, 79 := 0,j0 := ks U (1 00)), wegen Punkt
2 der Induktionsannahme: Fiir diese Anwendung der Induktionsannahme muss
allerdings gezeigt werden, dass die folgende Bedingung gilt:

B oUL Yo, vp (R (v, .., vg) < A(R)(v1) ... (vg)) fiir
alle R’ € Def(A')

Dabei gilt die Bedingung wegen Annahme 5.2 fiir alle R’ € Def(A). Es muss also
nur noch gezeigt werden, dass die Aussage auch fiir R gilt:

B oUtEYor,...,0m(R(v1,...,um) <« FFE({(D), A K K))

Beweis: Da o U« nicht auf vy, ..., v, definiert ist, ist zu zeigen, dass
fiir jede Erweiterung 7 von o Ue auf vy, ..., vm, B',7 = R(v1, ..., 0m)
genau dann gilt, wenn B, 7 = FF((D), A k', k") gilt. Sei 7 eine Er-
weiterung von o U ¢ auf vy, ..., vp,.

B 7 E R(vi,...,0m)

& es gibt j2, 72, 80 dass [, Jir(v1),...r(0m)) T (1), ()]s (b5 T2, T2] F
D (wegen der Definition von B)

S U Tir (), (o)) Ut E FE(D), A K k') wegen Punkt 2 der In-
duktionsannahme fiir ,0“= (D) (da j(r(u,),...r(vn)) = K4 U

T(r(v1)sesm(¥m))
(t09), wie leicht gezeigt werden kann)

< B 1 EFF(D),AK k), da FF((D),A, k', k") nicht das Zeichen
R enthélt, und da 7 = T(r(4y),....7 (o)) U L O

= es gibt Ql(), .. ,Q[n,j(], . ,jn, T0y+--5Tn, SO dass [qu_l,jq_l,Tq_l], [Q[q,jq,Tq] ':
O(g+1) fir 0 < g <n (wobeiA_; =2A, 71 :=0,j_1 := ks U(t00)), aufgrund der
oben bewiesenen Tatsache, dass [, k, U (t00),0],[B, ks U (t0d),0] = C := D.
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7?<:“:
Es gibt 241, . .., 11,71, - -y Jnt1s Ty« -« s Tnt1, SO dass

[qu—lajq—th—l]a [quyjtqu] ): @(Q) fllI' 1 S q S n -+ 1 (54)

(wobei 1y = A, 79 := 0, jo := ko U (L 09)).
= A, cUt |E FF(X, A’ 1, k) wegen Punkt 2 der Induktionsannahme fiir ,0“= X
(denn 5.4 nimmt fiir ¢ = 1 die Form

[, ks U (L0d),0], [, ke U(L0d),0]=C:=D (5.5)

an, da der zweite und dritte Wert des Kontext-Tripels sich bei einer Definitions-
bedingung nicht dndert; daher gilt 71 := o und j; := k, U (¢ 09)).

= A0Vt = FF(X,A'1,k), denn 2} und 2 unterscheiden sich wegen 5.5 nur
beim Zeichen R, welches nicht in FF (X, A’l, k) vorkommt.

= A cULEFF({C:=D)+X,A,l,k) per definitionem des Formelbildes

© = (C := D) und C := D definiert p(dy,...,d,) mit Variablen v;,,...,v; :
W, oU = FF((C:=D),A,l, k) gilt in jedem Falle. Aulerdem gilt

[, ks U(06),0],[B,ksU(to0d),o] EC:=D

wobei B als
A x (p,{(x1,...,2m) € |A™: es gibt ja, T2, so dass
[Q[aj(xl,...,xm)aT(zil,...,xin)L [Qla J2s 7_2] ): D}>

definiert wird, j o) €ine Erweiterung von k, U (¢ 0 §) auf die Diskursrefe-

TLyeeey
renten von C' ist, so dass ji,, . 4.)(di) = z; fir 1 < i < m, und 75, 4.
eine Erweiterung von o auf v;,,...,v;, ist, so dass 7'(%1’_“,%”)(1)“) = x;, fiir alle
1<r<n.
Beweis:

Seien j; und 7 Funktionen, fiir die

a) (kg U (tod))ld,...,dm]j

b) olviy, ..., v, )71

c) [B, 71,7, [B,j1,71] E ¢ fiir jede math_id-Bedingung ¢ in C
gilt. Zu zeigen ist wieder folgendes: [B, k, U (1 04),0],[B,ji1, 1] = C
genau dann, wenn es ja, T2 gibt, so dass [, ji,71], [, j2, 2] E D.

»,=“: Angenommen [B,k, U (v 0 ¢),0],[B,j1,71] E C. Dann gilt
B, 71, 71], [B, j1,71] E p(di,...,dm). Aus der Definition von B folgt
dann, dass es ja, 70 gibt, so dass

24, 51 (d2) st () T2 (i )seosit (i) ) (2 G2, T2] = D
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Wegen Bedinung c) ist ji(d;,.) = 71(v;,.) fiir 1 <7 <n, also

(2L, (1 (d1) et () T2 (03, ) (w3,) ) (25 G2, T2] B D

Per definitionem gilt j(;, (ay),....j1 (dm)) = J1 und T(r1(viy)
so dass [, j1,71], [, j2, 2] = D.

T (Vi) = Tl

»<“: Man nehme an, dass es jo, 72 gibt, so dass [2, j1, 7], [, j2, T2]
D. Dann gilt [, j(j, (dr),....1(dm)) > T (03, )oreeim (0i )] 2 J2, T2] | D, wor-
aus aufgrund der Definition von B folgt, dass B, = p(dy,...,dn).
Zusammen mit Annahme c¢) ldsst sich daraus folgern, dass

[B,ks U (t0d),0],[B,751,71] F C.

© = (C := D) + ¥ und C := D definiert p(dy,...,dy,) mittels aq,..., o, und
mit Variablen v; ,...,v;,:

n*

B wird wie im vorherigen Fall definiert.
77:“:

WA, oE=FF({(C:=D)+ % A lLk)

= B o E FF(X,A' k) fiir

A= AU{(p,Mo(aum).... Ao(a1).FF((D), Ak K))},

wobei k' so gewihlt ist, dass ¥ # (), FF (3¢, A, k, k') definiert ist.

= €S gibt A, ... ,Q[n,jl, ey Ins Tly e v vy Try SO dass [qu_l,jq_l,’rq_l], [qu,jq,’rq] li
Y(q) fir 1 < g < n (wobei Ay := B, 79 := 0, jo := ks U(t00)), wegen Punkt 2 der
Induktionsannahme: Fiir diese Anwendung der Induktionsannahme muss gezeigt
werden, dass die folgende Bedingung gilt:

B',oUL ): le,...,m‘R|(R(x1,...,w|R‘) — A/<R)(QZ1)($|R|)) fiir
alle R € Def(A')

Dabei gilt die Bedingung wegen Annahme 5.2 fiir alle R € Def(A). Es muss also
nur noch gezeigt werden, dass die Aussage auch fiir p gilt:

B, oU = V8(a1), .., (cm) (p(8(cr), ..., 8(am)) < FE((D), A, K, k)

Beweis: Da ¢ U ¢ nicht auf §(a), ..., (o) definiert ist (wie leicht
gezeigt werden kann), ist zu zeigen, dass fiir jede Erweiterung 7 von
o U auf §(a1),...,0(am), B',7 E p(d(a1),...,0(n)) genau dann
gilt, wenn B’ 7 = FF((D), A, k', k') gilt. Sei 7 eine Erweiterung von
o U auf 6(a),...,0(cu,). Man beachte, dass jedes d(«;) entweder
g4, oder v; sein kann. Im Beweis muss unterschieden werden zwischen
dem Teil von 7, der schon in ¢ U ¢ ist, jenem Teil 7y von 7, der der
Erweiterung auf Variablen der Form d,4, entspricht, und jenem Teil 7
von 7, der der Erweiterung auf Variablen von L entspricht:
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e To = 7—|{6(04i)1(5(04i):§di}

® T = T|{’L)Z'1,...,U7;T}

Esgilt also =0 Ut U7g U T7.

B, = p(d(ay), ..., 8(am))

< es gibt j2, 72, so dass [, (r(5(a1)),.r(5(am))) T(r(viy )i (i) )5
[, jo, 7o) = D (wegen der Definition von B)

s WA (cUn)U(UT) E FFUD),AK k') wegen Punkt 2 der
Induktionsannahme fiir ,,0“= (D) (denn T(r(8ay ) (ar) = kLU ((vU

70)0d) und (7 = (o UTy), wie leicht gezeigt werden kann)

Uil)a“-yT(Uin))
& B 7= FF((D),AK k'), da FF((D), A, k', k") nicht das Zeichen
p enthéalt. O

= es gibt Ao, ..., A, Jo, -, JnsT0s - - - Tn, 80 dass [Ag_1, Jg—1, Tg—1], [Ag, Jg. Tg| =
©(q) fir 0 < g <n (wobei A_1 =A, 71 :=0,j_1 := ks U (t00)), aufgrund der
oben bewiesenen Tatsache, dass [, k, U (t09),0],[B, ks U (t00),0] = C :=D.

=

Es gibt 244,...,2%,41, J1,.--3Jn+1, Tiy---,Tnt1, SO dass [qu_l,jq_l,’rq_l],
[y, Jq:Tq) EO(q) fir 1 < g <n+1 (wobei Ay =A, 70 := 0, jo := ks U (109)).
= A,cUL E FF(X,A',l, k) wegen Punkt 2 der Induktionsannahme fiir ,0“= %
= A, 0cUL = FF(X, A1, k), denn 2} und A unterscheiden sich nur beim Zeichen
p, welches nicht in FF(X, A, [, k) vorkommt.

= W, 0UL = FF((C = D)+ %,A,1k)

© = (B) fiir eine PRS B

A o Ut = FF((BY, A, k. k)

& es gibt ein I/, so dass A, 0 Ut |=3Xp p FF(Xp, A k1)

& es gibt ein I und ein 7 2 oUr mit Def(7) = Def(cUt)UXpy, sodass A, 7 |=
FF(¥p,A,k,l'). Fiir diesen Schritt miissen wir zeigen, dass De f(cUt)NXp y = 0:

e Def(o) = Def(k) und Zg = Def(l') \ Def(k), so dass Def(o) N Zg = 0.

e Def(1)N6[D(0)] = O und §[D()] C Yp s, woraus folgt, dass Def(c)NYpy =
0.

& es gibt ein I, so dass es ein 7 : Ypp — || und ein 7/ O o gibt, fiir welche
Def(r") = Def(o)U Zp und A, 7" U (LUn) E FF(Xp,A,k,l") gilt (hier wurde
das 7 vom vorherigen Schritt von seinem (-Teil bereinigt und in ein 7 und dann
ein 7 aufgeteilt).

& es gibt ein I/, so dass FF(Xp,A,k,l') definiert ist, und so dass es ein
n:Ypy — |2 und ein 7/ O o mit den folgenden Eigenschaften gibt:

e Def(r') = Def(o)U Zp
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e es gibt Ay, ..., %A, J1,---ydms T1o--osTm, so dass [Ag—1,Jg—1,Tg—1],
[y, Jg, 7] E Ep(q) fiir 1 < g < m (wobei m := Linge(Xp) und Ay =
A, 70 := 7', jo := 1., U((tUn) 0d); hierbei wurde Punkt 2 der Induktionsan-
nahme mit ,0“= X p angewendet. Fiir diese Anwendung der Induktionsan-
nahme miissen wir zeigen, dass

1. £&(ZB,UI',A) C Def(tUn) C {6, :n €N},
2. Def((tUn)od)N(Def(l')uD(Ep)) =0,
3. Bild(:Un) C |2|.

Dies ldsst sich auf dhnliche Weise zeigen wie die analoge Aussage im Fall
©=B=C.

& es gibt ein I/, so dass FF(Xp,A,k,l') definiert ist, und so dass es ein
n: Ygy — |2 und ein 7 D o gibt, fir welche Def(7') = Def(c) U Zp ist
und [A, ke U (¢ 09),0], [, jo, 7] = B gilt (wobei jo := 1., U ((¢t Un) o d); fiir
diesen Schritt wurde Punkt 1 von Definition 3.2.9 angewendet: es kann leicht ge-

zeigt werden, dass k, U (¢00)[d1, ..., dn,|jo und ofv1,. .., vn,|7", wobei dy, ..., dy,
die Diskursreferenten von B sind, und vy, ..., v,, die Variablenreferenten von B
sind).

& es gibt jo und 7/, so dass [, ks U (10 4),0], [, jo, 7] = B gilt

Fiir die ,,<=“-Richtung dieses letzten Bikonditionals beachte man, dass
es immer ein !’ gibt, so dass FF(Xp, A, k,l') definiert ist, und dass
fiir alle 7/ > o, jo > k,U(100), so dass [, k,U(10d), 0], [, jo, 7] = B
gilt, Def(7") = Def(o)UZp ist und es ein n : Yp iy — |A] gibt, so dass
Jo die Form k/, U ((¢Un) 00) hat (vergleiche den letzten Bikonditional
im Falle © = B = ().

© = (B) + X fiir eine PRS B

W,oULlE FF((B)+X,A,1,k)

< es gibt ein £, so dass IN(K'\k) =0 und A, 0 Ut |= 3Xp o (FF(XB, Ak, k')A
FF(X,A LU (K'\ k), K)).

< es gibt ein k', so dass IN(k'\ k) = 0 ist, und ein 7 D oUr mit Def(7) = Def(oU
L)UXpy,sodass A, 7 = FF(Xp, Ak, k) und A, 7 |= FF(X, A LU (K \ k), k).
Fiir diesen Schritt miissen wir zeigen, dass Def(oc Ut) N Xp g =0 :

e Def(c) = Def(k) und Zg = Def (k') \ Def(k), so dass Def (o) N Zpg = 0.

e Def(t) N é[D(0)] = 0 und §[D(0)] C Yz, woraus folgt, dass Def(c) N
Y =0.
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& es gibt ein k', so dass IN(K'\k) = 0 ist, und so dass es ein ) : Y j» — || und ein
7' D o gibt, fiir welche Def(7') = Def(o)UZp, A, 7'U(LUn) E FF(Xp, Ak, k')
und A, 7'U(tUn) E FF(X, A IU(K'\k), k") gilt (hier wurde das 7 vom vorherigen
Schritt von seinem ¢-Teil bereinigt und in ein 7/ und dann ein 7 aufgeteilt).

< es gibt ein K, so dass [ N (k' \ k) = 0 ist, so dass FF(Xp,A,k, k') und
FF(3,A,lU (K'\ k), k") definiert sind, und so dass es ein 1 : Yp 1y — || und ein
7/ D o mit den folgenden Eigenschaften gibt:

Def(7') = Def(o) U Zp

o)
es gibt Aq,..., A, Ji,--yIms Ti,e.oTm, so dass [Ag_1, Jg—1,Tg—1],
[y, jg, 7] E Xp(q) fiir 1 < g < m (wobei m := Linge(Xp) und Ay =
A, 10 := 7', jo := kL, U ((¢Un) 00); hierbei wurde Punkt 2 der Induktions-
annahme mit ,,0“= g angewendet; fiir diese Anwendung der Induktions-
annahme miissen wir zeigen, dass

1. £&(Xp,K,A) C Def(tUn) C {6, :n € N},
2. Def((tUn)od) N (Def(k)UD(Xp)) =0,
3. Bild(tUn) C |A;

dies ldsst sich auf dhnliche Weise zeigen wie die analoge Aussage im Fall
©=B=20C).

es gibt Ay, ..., A, J1,- -1 dn, T1y- -+, Tn, SO dass [Ag—1, Jg—1,Tq—1], [~Ags Jg» T4
= X(q) fir 1 < g < n (wobei %y = A, 10 := 7',jo := kL, U((tUn) 0 d);
hierbei wurde Punkt 2 der Induktionsannahme mit ,,0“= ¥ angewendet;
fiir diese Anwendung der Induktionsannahme miissen wir zeigen, dass

1. &(5,K',A) C Def(tUn) C {6, : n € N},
2. Def((tUn)ed) N (Def(k)UD(X)) =0,
3. Bild(tUn) C |

dies ldsst sich auf d&hnliche Weise zeigen wie die analoge Aussage im Fall
©=B=0).

< es gibt ein &/, so dass [ N (K \ k) = 0 ist, so dass FF(Xp, Ak, k") und
FF(3,A,lU (K'\ k), k") definiert sind, und so dass es ein 7 : Yp 1y — || und ein
7/ D o mit den folgenden Eigenschaften gibt:

e Def(r") = Def(oc)U Zp

[, ke U (206),0],[™A,jo, '] = B (wobei jo := k., U ((¢tUn)od); fiir die-
sen Schritt wurde Punkt 1 von Definition 3.2.9 angewendet: es kann leicht
gezeigt werden, dass k, U (¢ 0 0)[d1,...,dy]jo und ofvq,...,v,]7’, wobei
di,...,dy, die Diskursreferenten von B sind, und vy, ..., v, die Variablen-
referenten von B sind)
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e esgibt Ay, ..., A, J1, 0y Jny Ty - -5 Ty 5O dass [Ag_1, Jg—1, Tg—1], [Rgs Jg» T
=3(q) fiir 1 < g <n (wobei Ao =2A, 70 :=7',jo =k, U((tUn)od))

< es gibt Ao, ..., An, G0y - -+, Jns 0, - - -, Ty 80 dass [Ag—1, Jg—1, Tg—1], g, Jq, Tq) F
O(g+1) fiir 0 < g <n (wobei A1 =A, 71 :=0,j_1:= ko U (L0))

Fiir die ,,<=“-Richtung dieses letzten Bikonditionals beachte man, dass
weil FF((B)+ X, A,l, k) definiert ist, es im jeden Falle ein &’ gibt, so
dass IN(K'\ k) = 0 ist, und so dass FF(Xp, Ak, k') und FF(X, A, U
(k' \ k), k") definiert sind. Auflerdem beachte man, dass fiir alle 7/ >
o,jo > ko U (t0d), so dass [, k, U (¢t 00),0],[A, 70,7 E B gilt,
Def(r") = Def(o) U Zp ist und es ein n : Yp; — || gibt, so dass jo
die Form k., U ((¢ Un) o) hat (vergleiche den letzten Bikonditional
im Falle © = B = ().

© = (¢) fiir eine PRS-Bedingung ¢, die nicht PRS, Definitionsbedingung oder
math_id-Bedingung ist

W, oUt = FF({(c),A k)

& W, 0UL = FB(e,Ak)

< A, kyU(10d), 0], [, ks U(100), 0] = ¢ wegen Punkt 1 der Induktionsannahme
< es gibt A4, j1, 71, so dass [, k,U(100), 0], [A1, j1, T1] [ ¢, da ¢ keine Definitions-
bedingung ist, und somit ¢ von keiner Verdnderung der Struktur im Kontexttripel

erfiillt werden kann.

© = (¢) + X fiir eine PRS-Bedingung ¢, die nicht PRS, Definitionsbedingung
oder math_id-Bedingung ist

W oUtEFF({(c)+X,A,1Lk)

WA ocUlE (FB(e,AJk)NFF(X, AL k))

< [, keU(L0d), o], [, ks U(10d), o] = ¢ (Punkt 1 der Induktionsannahme), und es

gibt Ao, ..., Ant1, J2, oy Jntls T2, -, Tnt1, SO dass [qu_l,jq_l,Tq_l], [Q[q,jq,Tq]
EX(¢g—1) fir2<¢g<n+1, wobei 2 :=A, 7 :=0, j1 := ko, U (t00) (Punkt 2
der Induktionsannahme)

< es gibt Ay, .. Any1, J1s-- oy Jntls Tl ..., Tntl, SO dass [Q[q_l,jq_l,Tq_l],
(g, 4,74 = O(q) fiir 1 < g < n+1, wobei Ay :=2A, 79 := 0, jo := ks U (L09)
(,= trivial; ,<=*“ gilt, weil ¢ eine PRS-Bedingung ist, die weder Definitionsbe-
dingung noch PRS ist, und somit ¢ nicht den Kontext &#ndert, also [, jo, 70] =
A1, j1,71] ist) O

Theorem 5.2.2. Sei B eine wohlgeformte PRS. Sei 2 eine (L, A)-Struktur. 2A
verifiziert B genau dann, wenn A" = FP(B).
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Beweis

2 verifiziert B

< es gibt eine |[2A|-Teilbelegung o und eine Einbettung i: N ~» Fr, U U, so dass
[2,0,0],[2,i,0] E B gilt

< A0 = FF((B),0,0,0) wegen Punkt 2 von Lemma 5.2.1. Fiir diese Anwen-
dung des Lemmas miissen wir noch zeigen, dass die Bedingungen fiir das Lemma
erfiillt sind:

1. Def(0) N D((B)) = 0 ist trivial.

2. FF((B),0,0,0) ist definiert, da FP(B) definiert ist (was wir
durch Theorem 4.4.4 wissen).

3. £((B),0,0) C Def(®) C {6y : n € N}, denn nach Theorem 4.4.4
ist frei( FP(B)) = frei( FF((B),0,0,0)) = 0, so dass £((B),0,0) =
0 ist.

4. Def(Dod) N (Def(d)UD(E(B),0,0))) =0 ist trivial.
5. Bild(0) C |2 ist trivial.
6. Trivialerweise gilt fiir alle R € Def ()

Ql/,@ }: V.%'l, e ,x|R‘(R(m1, con ,.%"R|) — @(R)(ml) ce (x|R|))

& A' = FP(B), da FP(B) ein L-Satz ist und gleich FF((B),0,0,0) ist. O
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Kapitel 6

Ausblick

Auch in Zukunft miissen die theoretischen Aspekte von PRSen noch weiter aus-
gearbeitet werden. Dabei wird das schon von KUHLWEIN [9] definierte Naproche-
Kalkiil, das eine formale Version des im Naproche-System implementierten Uber-
priifungsalgorithmus darstellt, eine wichtige Rolle spielen. Dieser Algorithmus
iiberpriift, ob eine PRS giiltig ist. Vereinfacht ausgedriickt wird dabei die PRS
Bedingung fiir Bedingung durchgearbeitet, und bei jeder Bedingung wird mittels
eines automatischen Beweisers iiberpriift, ob diese aus den vorherigen Bedingun-
gen folgt. Dabei kommen Aspekte der PRS-Definition zum Tragen, die in der
vorliegenden Arbeit noch keine Rolle gespielt haben: So werden Theorem-PRSen
und in sie eingebettete Ziel-PRSen und Beweis-PRSen besonders behandelt: Erst
wird die Beweis-PRS {iberpriift; die Ziel-PRS wird danach aus den im Beweis
gemachten Aussagen abgeleitet.

Der automatische Beweiser des Uberpriifungsalgorithmus wird im Naproche-
Kalkiil durch ein (moglicherweise nicht vollstdndiges) formales Kalkiil P fiir die
Priadikatenlogik erster Stufe modelliert. KUHLWEIN hat gezeigt, dass aus der Kor-
rektheit von P die Korrektheit des Naproche-Kalkiils folgt. Da es aber noch kei-
ne formale PRS-Semantik gab, konnte er die Korrektheit des Naproche-Kalkiils
nur iiber sein Formelbild definieren. Mit der in dieser Arbeit vorgestellten PRS-
Semantik lasst sich die Korrektheit des Naproche-Kalkiils nun modelltheoretisch
definieren. Eine Aufgabe fiir die bevorstehende theoretische Arbeit wire zu zei-
gen, dass auch die so definierte Korrektheit des Naproche-Kalkiils aus der Kor-
rektheit von P folgt.

KUHLWEIN hat die Vollstéindigkeit des Naproche-Kalkiils wie folgt definiert:
Das Naproche-Kalkiil ist vollsténdig, wenn fiir jede logische Schlussfolgerung
I' = ¢ die folgende PRS vom Naproche-Kalkiil akzeptiert wird:
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1 | AT 2 |
math_id(1, AT) | = | math_id(2,p)
holds(1) holds(2)

Um so definierte Vollstéandigkeit zu beweisen, muss man von der Vollstéandigkeit
von P ausgehen. Das Problem ist, dass P einen automatischen Beweiser model-
liert, und automatische Beweiser (bei festgelegter maximaler Laufzeit) niemals
vollsténdig sein kénnen.

Es ist aber auch moglich, Vollstdndigkeit des Naproche-Kalkiils so zu de-
finieren, dass man auch bei einem unvollstédndigen P von einem vollstéindigen
Naproche-Kalkiil reden kann: Das Naproche-Kalkiil sei vollstéindig, wenn es fiir
jede logische Schlussfolgerung 1, ..., ¢, | ¥ PRS-Bedingungen ¢q, ..., ¢ gibt,
so dass die folgende PRS vom Naproche-Kalkiil akzeptiert wird:

ido
theoremq
goaly
idy

1,...,n‘g01,...,cpn n+1 ‘¢
math_id(1, ¢1) math_id(n + 1,)
holds(1) = holds(n + 1)
math_id(n, on)
holds(n) proofi ‘

1

cl

Diese PRS ist die Ubersetzung eines Naproche-Texts der folgenden Form:
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Assume that @1 and ...and @,.
Theorem: .
Proof: ... Qed.

(Wobei der Text zwischen ,Proof* und ,,Qed“ in die Bedingungen c¢i, ..., ¢
iibersetzt wird.)

Damit das Naproche-Kalkiil in diesem Sinne vollsténdig ist, muss P nur ei-
nige einfache logische Schlussfolgerungen beweisen kénnen. Dabei wire es inter-
essant, minimale Anforderungen an P zu finden. Diese entsprichen dann mini-
malen Anforderungen an den automatischen Beweiser des Naproche-Systems, die
bendtigt werden, damit sich jeder formalisierbare mathematische Beweis als ein
iiberpriifbarer Naproche-Text schreiben lasst, auch wenn mit sehr vielen Beweis-
schritten.
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Kapitel 7

Fazit

In dieser Arbeit wurde erstmals eine formale, modelltheoretische Semantik fiir
Beweisreprisentationsstrukturen (PRSen) definiert. Diese orientiert sich an der
dynamischen Semantikdefinition fiir Diskursrepréasentationsstrukturen.

AuBerdem haben wir eine Ubersetzung von PRSen in Pridikatenlogik erster
Stufe definiert. Wir haben gezeigt, dass diese als Formelbild bezeichnete Uber-
setzung wohldefiniert ist, und das jede wohlgeformte PRS zu ihrem Formelbild
dquivalent ist, so dass man das Formelbild als eine korrekte Ubersetzung bezeich-
nen kann. Fiir den dafiir gebrauchten Aquivalenzbegriff war die zuvor definierte
PRS-Semantik unabdinglich.

Die in dieser Arbeit behandelten theoretischen Aspekte von PRSen spielen
bei der Weiterentwicklung und Implementierung von Naproche eine entscheiden-
de Rolle: Bei der Arbeit an Naproche werden gelegentlich Erweiterungen und
Anderungen der PRS-Definition in Betracht gezogen. Dabei ist es wichtig, die
theoretischen Implikationen dieser Erweiterungen und Anderungen gut zu ver-
stehen, wozu die vorliegende Arbeit einen wichtigen Beitrag gemacht hat.
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Anhang A

Die Grammatik der
Naproche-Sprache

module(dcg_simple, [1).

use_module (library(pldoc)).

:— use_module (naproche(gulp4swi)) .
use_module (naproche (dcg_simple_lexicon)).
use_module (naproche (fo_grammar)) .

/** <module> Naproche Grammar
*
* This module describes the definite clause grammar for the Naproche language.
* Qauthor Marcos Cramer

*/

%
% Macrostructure

%

% BASICS
% A Naproche text consists of axioms, lemmas, theorems and text.

naproche_text --> axiom, naproche_text.

naproche_text --> lemma, naproche_text.

naproche_text --> theorem, naproche_text.

naproche_text --> assumption_naproche_text, naproche_text.
naproche_text --> text, naproche_text.

naproche_text --> [].

% Text contains statements, definitions, assumptions, assumption closings, cases and case closings.
% A text can never be empty.

text --> statement, [’.’], text_tail.
text --> definition, [’.’], text_tail.
text --> assumption_text, text_tail.
text --> assumption, [’.’], text_tail.
text --> cases_text, text_tail.

text —--> cases.

% text_tail is just like text, but can be empty.
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text_tail --> statement, [’.’], text_tail.
text_tail --> definition, [’.’], text_tail.
text_tail --> assumption_text, text_tail.
text_tail --> assumption, [’.’], text_tail.
text_tail --> cases_text, text_tail.
text_tail --> cases.

text_tail --> [].

% STATEMENTS

% A statement has a proposition coordination as its core, can start with a statement trigger,
% and can have a reference.
% Alternatively, it can just be the ’sentence’ "trivial".

statement --> proposition_coord(mode~finite).

statement --> statement_trigger, proposition_coord(mode~finite).

statement --> reference, proposition_coord(mode~finite).

statement --> statement_trigger, reference, proposition_coord(mode~finite).
statement --> proposition_coord(mode~finite), reference.

statement --> statement_trigger, proposition_coord(mode~finite), reference.
statement --> [contradiction].

statement --> [triviall.

% REFERENCES

%

% A reference refers to an axiom, lemma, theorem or proof method, (optionally from a different
% Naproche text).

reference --> [by], [axiom], identifier, optional_comma.

% reference --> [by], [axiom], identifier, [in], naproche_text_id, optional_comma.
reference --> [by], [lemmal], identifier, optional_comma.

% reference --> [by], [lemmal, identifier, [in], naproche_text_id, optional_comma.
reference --> [by], [theorem], identifier, optional_comma.

% reference --> [byl, [theorem], identifier, [in], naproche_text_id, optional_comma.
reference --> [by], [induction], optional_comma.

% DEFINITIONS

% Definitions can have a number of possible forms. Here is how to define new predicates symbols,
% new adjectives, new nouns and new verbs.

definition --> [define], definiendum, iff, proposition_coord(mode~finite).

% Here is how to explicitly define new function symbols, including O-ary (i.e. constants).

% fo_free_function(F,_,_) is defined to be any term of the form F(x1, ..., xn), where F is an
% n-ary function_symbol.

% fo_term_without(F,_,_) is defined to be any term not containing the function symbol F.

definition -->
[define], [math(X)], [to], [bel, [math(Y)],
{fo_free_function(F,_,_,X,[]), fo_term_without(F,_,_,Y,[1)}.

% Here is how to recursively define new function symbols (e.g. in Naproche-Landau without talk

% about sets and functions).

% fo_induction_start and fo_induction_step are of the required form to for a recursive definition
% of FunctionSymbol.

definition -->

[define], [math([FunctionSymboll)], [recursivelyl, [’:’], [math(Y)], [math(2)],
{

fo_induction_start (FunctionSymbol,Number,_,_,_,Y,[1),

Z,[D

fo_induction_step(FunctionSymbol,Number,_,_,_,

}.

definiendum --> [math(X)], {fo_free_predicate_symbol(_,_,X,[1)}.

definiendum --> [math(X)], [tol, [bel, adjective, {fo_variable(_,X,[1)}.

definiendum --> [math(X)], [to], [bel, indefinite_specifier, noun, {fo_variable(_,X,[1)}.
definiendum --> [math(X)], [to], verb(transitive~minus..infinitive~plus), {fo_variable(_,X,[1)}.



73

definiendum -->
[math(X)], [to], verb(transitive~plus..infinitive~plus), [math(Y)],
{fo_variable(_,X,[]), fo_variable(_,Y,[]), \+ X=Y}.

% ASSUMPTIONS

% assumption_naproche_text starts with an assumption and ends with an assumption closing.
% In between there is naproche_text.

assumption_naproche_text --> assumption, [.’1, naproche_text_all_ass_closed, closing.

% assumption_text starts with an assumption and ends with an assumption closing.
% In between there is text.

assumption_text --> assumption, [’.’], text_all_ass_closed, closing.

% An assumption starts with an assumption trigger or with "let" or
% "consider". In the last two cases, the sentence has an infinitive verb.
% This property of the sentence is marked by mode~infinitive.

assumption --> ass_trigger, proposition_coord(mode~finite).
assumption --> [let], proposition_coord(mode~infinitive).
assumption --> [consider], proposition_coord(mode~infinitive).

% Alternatively, an assumption can be used to introduce new variables (possibly fixing some property
% for them, e.g. using a such-that-clause).

assumption --> [consider], variable_list_bar.
assumption --> [fix], variable_list_bar.

assumption --> [let], variable_list, [bel, [given].
assumption --> [let], variable_list, [bel, [a]l, nbar.
assumption --> [let], variable_list, [bel, [an], nbar.

% text_all_ass_closed is just like text, but without unclosed assumptions.

text_all_ass_closed --> statement, [’.’], text_all_ass_closed_tail.
text_all_ass_closed --> definition, [’.’], text_all_ass_closed_tail.
text_all_ass_closed --> assumption_text, text_all_ass_closed_tail.
text_all_ass_closed --> cases_text, text_all_ass_closed_tail.
text_all_ass_closed --> cases.

% text_all_ass_closed_tail is just like text_all_ass_closed, but can be empty.

text_all_ass_closed_tail --> statement, [’.’], text_all_ass_closed_tail.
text_all_ass_closed_tail --> definition, [’.’], text_all_ass_closed_tail.
text_all_ass_closed_tail --> assumption_text, text_all_ass_closed_tail.
text_all_ass_closed_tail --> cases_text, text_all_ass_closed_tail.
text_all_ass_closed_tail --> cases.

text_all_ass_closed_tail --> [].

% naproche_text_all_ass_closed is just like naproche_text, but without unclosed assumptions.
naproche_text_all_ass_closed --> axiom, naproche_text_all_ass_closed.
naproche_text_all_ass_closed --> lemma, naproche_text_all_ass_closed.
naproche_text_all_ass_closed --> theorem, naproche_text_all_ass_closed.
naproche_text_all_ass_closed --> assumption_naproche_text, naproche_text_all_ass_closed.
naproche_text_all_ass_closed --> text_all_ass_closed, naproche_text_all_ass_closed.
naproche_text_all_ass_closed --> [].

% closing starts with an assumption closing trigger.

closing --> ass_closing_trigger, proposition_coord(mode~finite), [’.’].

% CASES
% A cases text consists of cases and a case closing.

cases_text --> cases, case_closing.
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% cases consists of an introductary sentence announcing N cases and a list of N cases.

cases --> [then], [there], [are], [N], [cases], [’:’], ncases(N), {N >= 2}.
cases --> [now], [therel, [arel, [N], [cases], [’:’], ncases(N), {N >= 2}.

% ncases(N) is a list of N cases"

ncases(0) -—> [].

ncases(N) -->

{M is N-1, M >= 0},

ncases(M), [’case’], [N], [’:’], proposition_coord(mode~finite), [’.’], text.

% case_closing starts with case_clasing_trigger"

case_closing --> case_closing_trigger, proposition_coord(mode~finite), [’.’].
case_closing --> statement_trigger, case_closing_trigger, proposition_coord(mode~finite), [’.’].

% AXIOMS, LEMMAS AND THEOREMS
% An axiom consists of a heading followed by text.

axiom --> [axiom], [’:’], proposition_coord(mode~finite), [’.’].
axiom --> [axiom], identifier, [’:’], proposition_coord(mode~finite), [’.’].

% A lemma consists of a heading, a goal text, the marker "Proof", a body text and the marker "Qed".

lemma --> [lemma], [’:’], text, [proofl], [’:’], text, [qedl, [’.’].
lemma --> [lemma], identifier, [’:’], text, [proofl, [’:’], text, [qed]l, [’.’].

% A lemma consists of a heading, a goal text, the marker "Proof", a body text (which possibly includes
% lemmas) and the marker "Qed".

theorem --> [theorem], [’:’], text, [proof], [’:’], theorem_text, [qed], [’.’].
theorem —--> [theorem], identifier, [’:’], text, [proof], [’:’], theorem_text, [qed], [’.’].

% A theorem text is just like a text, but may contain lemmas.

theorem_text --> statement, [’.’], theorem_text_tail.
theorem_text --> definition, [’.’], theorem_text_tail.
theorem_text --> lemma, theorem_text_tail.
theorem_text --> assumption_text, theorem_text_tail.
theorem_text --> assumption, [’.’], theorem_text_tail.
theorem_text --> cases_text, theorem_text_tail.
theorem_text --> cases.

% theorem_text_tail is just like theorem_text, but can be empty.

theorem_text_tail --> statement, [’.’], theorem_text_tail.
theorem_text_tail --> definition, [’.’], theorem_text_tail.
theorem_text_tail --> lemma, theorem_text_tail.
theorem_text_tail --> assumption_text, theorem_text_tail.
theorem_text_tail --> assumption, [’.’], theorem_text_tail.
theorem_text_tail --> cases_text, theorem_text_tail.
theorem_text_tail --> cases.

theorem_text_tail --> [].

% proposition_coord

% proposition_coord can be either a simple sentence_coord, or a number of sentence_coords linked with
% "if...then" or "iff".

% The gulp feature "mode" can take three values: "that" indicates that the subclause is to be prefixed
% with "that", "infinitive" indicates that the verb of the sentence is in the infinitive, and "finite"
% is the normal case.

% The gulp feature "that" defines whether the proposition_coord is a clause subordinated with a "that".
% It can tak values "plus" or "minus".

proposition_coord(mode~Mode) -->
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sentence_coord(mode~Mode) .

proposition_coord(mode~finite) -->

[if], sentence_coord(mode~finite), [then], sentence_coord(mode~finite).
proposition_coord(mode~that) -->

[that], [if], sentence_coord(mode~finite), [then], sentence_coord(mode~finite).
proposition_coord(mode~finite) -->

sentence_coord(mode~finite), iff, sentence_coord(mode~finite).
proposition_coord(mode~infinitive) -->

sentence_coord(mode~infinitive), iff, sentence_coord(mode~finite).
proposition_coord(mode~finite) -->

sentence_coord(mode~finite), [if], sentence_coord(mode~finite).
proposition_coord(mode~infinitive) -->

sentence_coord(mode~infinitive), [if], sentence_coord(mode~finite).

iff —-> [iff].
iff --> [if], [and], [onlyl, [if].

% sentence_coord

% sentence_coord works like in Attempto (with "i.e." added). It links a number of topicalised_sentences

% with "and", "or", ", and", ", or" and "i.e." in such a way that the bracketing is unambiguous.
% No coordination is allowed in infinitive mode.

sentence_coord(mode~infinitive) --> !, composite_sentence(mode~infinitive).
sentence_coord(mode~Mode) --> sentence_coord_0(mode~Mode), sentence_coord_tail (mode~Mode) .
sentence_coord_tail (mode~Mode) --> [’,’], [’i.e.’], sentence_coord(mode~Mode).
sentence_coord_tail(mode~_) --> [].

sentence_coord_0(mode~Mode) --> sentence_coord_1(mode~Mode), sentence_coord_O_tail (mode~Mode) .
sentence_coord_0_tail(mode~Mode) --> [’,’], [or], sentence_coord_0(mode~Mode) .

sentence_coord_0_tail(mode~_) --> [].

sentence_coord_1(mode~Mode) --> sentence_coord_2(mode~Mode), sentence_coord_1_tail (mode~Mode) .

sentence_coord_1_tail(mode~Mode) --> [’,’], [and], optional_trigger, sentence_coord_1(mode~Mode) .

sentence_coord_1_tail(mode~_) --> [].

sentence_coord_2(mode~Mode) --> sentence_coord_3(mode~Mode), sentence_coord_2_tail (mode~Mode) .
sentence_coord_2_tail(mode Mode) --> [or], sentence_coord_2(mode~Mode) .
sentence_coord_2_tail(mode~_) --> [].

sentence_coord_3(mode~finite) --> topicalised_sentence, sentence_coord_3_tail(mode~finite).
sentence_coord_3(mode~that) --> [that], topicalised_sentence, sentence_coord_3_tail(mode~that).
sentence_coord_3_tail(mode~Mode) --> [and], optional_trigger, sentence_coord_3(mode~Mode) .
sentence_coord_3_tail(mode~_) --> [].

% A topicalised_sentence can be a simple composite_sentence, or a quantified statement.

topicalised_sentence --> existential_topic.
topicalised_sentence --> universal_topic, proposition_coord(mode~finite).
topicalised_sentence --> composite_sentence(mode”finite).

existential_topic --> exist_quantifier, np.
existential_topic --> exist_quantifier, variable_list_bar.

universal_topic --> universal_quantifier, nbar.

universal_topic --> universal_quantifier, variable_list_bar.

% The following is needed as long as plural is not implemented properly:
universal_topic --> [for], [alll, variable_list_bar, optional_comma.

variable_list_bar --> variable_list, optional_comma, such_that_clause.
variable_list_bar --> variable_list.

variable_list --> [math(X)], variable_list_tail, {fo_variable(_,X,[]1)}.
variable_list_tail --> optional_comma, [math(X)], variable_list_tail, {fo_variable(_,X,[1)}.
variable_list_tail --> [].
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such_that_clause --> [such], [that], topicalised_sentence.

% A composite_sentence is either a simple sentence, a formula or a proposition_coord prefixed
% with a sentence_init. By the constructions that contain composite_sentence, it is given that
% the "mode" feature can here only take the values "finite" and "infinitive" (not "that").

composite_sentence(mode~Mode) --> sentence(mode~Mode) .
composite_sentence(mode'finite) --> sentence_init, proposition_coord(mode”that).
composite_sentence(mode™_) --> [math(X)], {fo_formula(_,_,X,[1)}.

sentence_init --> [it], [is], [false].
sentence_init --> [it], [is], [not], [thel, [case].
sentence_init --> [it], [is], [thel, [case].

% A sentence is just a noun phrase followed by a verb phrase"

sentence(mode~finite) --> np, vp(infinitive minus).
sentence(mode~infinitive) --> np, vp(infinitive~plus).

%
% Noun phrases

%

np --> [math(X)1, {fo_term(_,_,X,[1)}.
np --> pronoun.
np --> specifier, nbar.

nbar --> adjective, nbarl.
nbar --> nbaril.

nbarl --> noun, variablebar.
nbarl --> noun.

nbarl --> variablebar.

variablebar --> [math(X)], such_that_clause, {fo_variable(_,X,[])}.
variablebar --> [math(X)], {fo_variable(_,X,[1)}.

specifier --> indefinite_specifier.
specifier --> definite_specifier.
specifier --> universal_specifier.
specifier --> numerical_specifier.
specifier --> negative_specifier.

%
% Verb phrases
%

vp(infinitive~Infinitive) --> vbar(infinitive Infinitive).

vp(infinitive~minus) --> [does], [not], vbar(infinitive~plus).
vp(infinitive~plus) --> [not], vbar(infinitive~plus).

vp(infinitive minus) --> [is], adjective.

vp(infinitive minus) --> [is], [not], adjective.
vp(infinitive~minus) --> [is], indefinite_specifier, nbar.
vp(infinitive~minus) --> [is], [not], indefinite_specifier, nbar.

vp(infinitive~plus) --> [bel, adjective.

vp(infinitive~plus) --> [not], [bel, adjective.
vp(infinitive~plus) --> [bel, indefinite_specifier, nbar.
vp(infinitive~plus) --> [not], [bel, indefinite_specifier, nbar.

vbar(infinitive~Infinitive) --> verb(transitive“plus..infinitive~Infinitive), np.
vbar(infinitive~Infinitive) --> verb(transitive™minus..infinitive~Infinitive).

YA
% Lexicon

%




"

% NOUNS AND PRONOUNS

noun --> [set].
noun --> [element].
noun --> [number].
noun --> [integer].

pronoun --> [it].

% ADJECTIVES AND VERBS

adjective --> [empty].
adjective --> [even].
adjective --> [odd].
adjective --> [prime].
adjective --> [positive].
adjective --> [transitive].
adjective --> [square].

verb(transitive~plus..infinitive minus) --> [contains].
verb(transitive~plus..infinitive~plus) --> [contain].
verb(transitive~plus..infinitive™minus) --> [divides].
verb(transitive~plus..infinitive~plus) --> [divide].

% SPECIFIERS AND QUANTIFIERS

indefinite_specifier --> [a].
indefinite_specifier --> [an].
indefinite_specifier --> [some].

definite_specifier --> [the].
numerical_specifier --> [precisely], [one].
negative_specifier --> [no].
universal_specifier --> [every].

universal_quantifier --> [for], [every].
% universal_quantifier --> [for], [alll].

exist_quantifier --> [there], [is].
exist_quantifier --> [there], [exists].

% TRIGGERS

statement_trigger --> [then].

statement_trigger --> [hence].
statement_trigger --> [therefore].
statement_trigger --> [recalll, [that].
statement_trigger --> [but].

statement_trigger --> [in], [particular].
statement_trigger --> [observe], [that].
statement_trigger --> [together], [wel, [have].
statement_trigger --> [so].

ass_trigger --> [assume].

ass_trigger --> [suppose].

ass_trigger --> [assume], [that].

ass_trigger --> [suppose], [that].

ass_trigger --> [assume], [for], [al, [contradiction], [that].

ass_closing_trigger --> [thus].

case_closing_trigger --> [in], [all]l, [cases], optional_comma.
case_closing_trigger --> [in], [both], [cases], optional_comma.
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% OTHER STUFF

optional_comma --> [’,’].
optional_comma --> [].

optional_trigger --> statement_trigger.
optional_trigger —--> [].

identifier --> [_].
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